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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО 
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Аннотация: Доказаны существование и единственность решения краевой 

задачи в прямогульнике для параболического уравнения четвертого порядка с 

переменным коэффициентом при младшом члене. Прямая y=const является 

четырехкратной характеристикой заданного уравнения. Методом понижения порядка 

уравнения, рассматриваемая задача сводится к первой краевой задаче для уравнения 

теплопроводности и краевой задаче для обыкновенного дифференциального уравнения 

второго порядка. С помощью функции Грина получены представления решения 

рассматриваемых задач. Для доказательства единственности решения второй краевой 

задачи использован метод интегралов эн ергии. Приведен пример, в котором указана 

явный вид построенной функции Грина. 

Ключевые слова: краевые задачи, существование, единственность, функция 

Грина, параболическое уравнение, уравнение четвертого порядка. 

 

ТӨРТҮНЧҮ ТАРТИПТЕГИ ПАРАБОЛАЛЫК ТИПТЕГИ 

ТЕҢДЕМЕ ҮЧҮН ЧЕК АРАЛЫК МАСЕЛЕ 
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Аннотация: Өзгөрмөлүү кенже мүчөсү бар төртүнчү тартиптеги 

параболалык теңдеме үчүн тик бурчтукта чек аралык маселенин чечиминин жашашы 

жана жалгыздыгы далилденген. y=const түз сызыгы берилген теңдеменин төрт эселүү 

характеристикасы болот. Теңдеменин даражасын төмөндөтүү методу менен каралып 

жаткан маселе жылуулук өткөрүмдүүлүк теңдемеси үчүн биринчи чек аралык маселеге 

жана кадимки дифференциалдык теңдеме үчүн чек аралык маселеге келтирилген. 

Гриндин функциясы методун колдонуу менен каралуучу маселелердин чечимдеринин 

көрүнүштөрү алынган. Экинчи маселенин чечиминин жалгыздыгын далилдөөдө 
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интегралдар энергиясы методу колдонулган. Гриндин функциясынын айкын түрдөгү 

көрүнүшү так аныкталган мисал келтирилген. 

Ачкыч сөздөр: чек аралык маселелер, жашашы, жалгыздыгы, Грин функциясы, 

параболалык теңдеме, төртүнчү даражадагы теңдеме. 
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Abstract: The existence and uniqueness of a solution to a boundary value problem in a 

rectangle for a fourth-order parabolic equation with a variable coefficient at the lowest term 

are proved. The straight line y=const is a quadruple characteristic of the given equation. By the 

method of lowering the order of the equation, the problem under consideration is reduced to the 

first boundary value problem for the heat equation and the boundary value problem for the 

second order ordinary differential equation. With the help of the Green's function, 

representations of the solution of the problems under consideration are obtained. To prove the 

uniqueness of the solution of the second boundary value problem, the method of energy 

integrals is used. An example is given in which the explicit form of the constructed Green's 

function is indicated. 

Keywords: Boundary value problems, existence, uniqueness, Green's function, 

parabolic equation, fourth order equation. 

 

В области   1 , :0 , 0D x y x y h      рассмотрим уравнение 

1 2 0L L u  ,     (1) 

где 

2

1 2
L

x y

 
 
 

,  
2

2 2
, ,L c x y

x


 


 

а ( , )c x y  - заданная функция. 

 Уравнение (1) по классификации работы [1] называется уравнением 

параболического типа, так как уравнение характеристик  
4

0dy   имеет 

четырех кратный действительный корень и характеристика которого 
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является прямая .y const  

Задача 1. Требуется найти функцию    2 0 2 1

1 1( , )u x y C D C D    , 

 4 0

1C D  удовлетворяющее в области 
1D  уравнению (1), краевым 

условиям  

1(0, ) ( ), ( , ) ( ), 0 ,u y y u y y y h        (2) 

2(0, ) ( ), ( , ) ( ), 0 ,xx xxu y y u y y y h        (3) 

и начальному условию 

( ,0) ( ), 0 ,u x x x         (4) 

Причем выполняются следующие условия гладкости 

 

     

1 2

2

1

( ), ( ), ( ), ( ) 0, ,

( , ) , 0,

y y y y C h

c x y C D x C

   





 
    (5) 

и условия согласования 

1 2(0) (0), (0) ( ), (0) (0), (0) ( ).              (6) 

Краевые задачи для уравнения 
2 1 0L L u   в прямоугольнике 

1D  

изучены в работах [2, 3]. 

Введем новую неизвестную функцию ( , )x y  следующим образом: 

 
2

3 12
, ( , ), ( , ) .

u
L u c x y u x y x y D

x



   


   (7) 

Тогда для ( , )x y  получаем первую краевую задачу для уравнения 

теплопроводности: 

2

12
0, ( , ) ,x y D

x y

  
  

 
     (8) 

1 2

1

(0, ) ( ), ( , ) ( ),0 ,

( ,0) ( ), 0 ,

y y y y y h

x x x

   

 

   

  
  (9) 

где 
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1 2 2 1

1

( ) ( ) (0, ) ( ), ( ) ( ) ( , ) ( ),

( ) ( ) ( ,0) ( ).

y y c y y y y c y y

x x c x x

     

  

   

 
 

Отметим также, что из (6) вытекает следующие условия 

согласования: 

1 1 2 1(0) (0), (0) ( ).      

Решение задачи (8), (9) известно, и представимо в виде [4] 

       

   

1 2

0 0

1

0

( , ) , ;0, , ; ,

, ; ,0 ,

y y

x y G x y d G x y d

G x y d

 



        

   

  



 



 (10) 

где  , ; ,G x y    - функция Грина, которая имеет вид 

 
 

 
 

 
 

2 2
2 21

, ; , exp exp
4 42 n

x n x n
G x y

y yy

 
 

  





       
       

          
  

После определения ( , )x y , задача 1 сводится к решению 

следующей задаче. 

Задача 2. Найти решение уравнения (7), удовлетворяющее краевым 

условиям (2). 

Сначала докажем единственность решения задачи 2. Имеет место 

теорема. 

Теорема 1. Если 

1( , ) : ( , ) 0,x y D c x y        (11) 

тогда решение задачи 2 единственно. 

Для доказательство теоремы 1, рассмотрим однородную задачу: 

 3 10, , ,L u x y D       (12) 

(0, ) 0, ( , ) 0, 0 .u y u y y h        (13) 

Умножая уравнение (12) на ( , )u x y  и проинтегрируя полученное 

равенство по x  в пределах от 0 до  имеем 
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   2 2

3

0 0

, , ( , ) 0xuL ud u x y c x y u x y dx       .   (14) 

При выполнении условия (11) из тождества (14) заключаем, что 

( , ) ( )u x y A y , где ( )A y  - произвольная функция. Отсюда заключаем, что 

для выполнения условия (13), должно быть  0, : ( ) 0.y h A y    

Следовательно 
1( , ) : ( , ) 0.x y D u x y    Теорема доказана.  

Для доказательства существования решения задачи 2 введем новую 

неизвестную функцию ( , ),w x y следующим образом: 

0( , ) ( , ) ( , ),w x y u x y u x y      (15) 

где 

0 1( , ) ( ) ( ).
x x

u x y y y 


   

 Нетрудно заметить, что 0( , )u x y  является решением уравнения (12), 

удовлетворяющее краевым условиям (2). 

 Тогда для определения ( , )w x y  получаем следующую задачу 

 
2

12

( , )
, ( , ) ( , ), ( , )

w x y
c x y w x y f x y x y D

x


  


  

 (16) 

(0, ) 0, ( , ) 0, 0 ,w y w y y h        (17) 

где 

  0( , ) ( , ) , ( , ).f x y x y c x y u x y   

 Решение задачи (16), (17) представим в виде 

   1

0

( , ) , , , ,w x y G x y f y d        (18) 

где  1 , ,G x y  - функция Грина [5], удовлетворяющая следующим 

условиям: 
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1)  1(0, ) : , ,G x y    удовлетворяет уравнению 

 3 1 , , 0,0 ;xL G x y x     

2)  1 , ,G x y  удовлетворяет краевым условиям 

   1 10, , 0, , , 0,G y G y       0, , 0, ;y h     

3)  1 , ,G x y  непрерывна в области      0, 0, 0, ,h   а 

производная по x терпит разрыв при :x   

   

   

1 1

1 1

0, , 0, , ,

0, , 0, , 1.x x

G y G y

G y G y

   

   

  

   
 

Функция Грина представимо в виде [4] 

 

   
 

   
 

1 2

1

1 2

, ,
, 0 ,

,
, ,

, ,
, ,

,

y x y y y
x

y
G x y

y y y x y
x

y




 





 


 


 

  



 

где  1 ,y x y  и  2 ,y x y  - линейно независимые решения однородного 

уравнения (16), удовлетворяющее условиям 

   

   

1 1

2 2

0, 0, , 0,

0, 0, , 0,

y y y y

y y y y

 

 
 

а ( , )W y   определитель Вронского: 

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0.W y y y y y y y y y         

Тогда решение задачи 1 имеет вид 

0 1

0

( , ) ( , ) ( , , ) ( , ) .u x y u x y G x y f y d        (19) 

Теорема 2. Если выполняются условия (5), (6) и (11), тогда решение 

задачи 1 существует и единственно. 

Пример 1. Пусть  
22( , ) 1 , 0.с x y y      Тогда условие (11) 

выполняется. Функцию Грина будем искать в виде 
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  1 1

2

2 2

( , ), 0 ,
, ,

( , ), ,

A y x y x
G x y

A y x y x






 
 

 
 

где     1 2( , ) 1 , ( , ) 1 ,y x y sh y x y x y sh y x             а 1 2,A A 

произвольные константы. Так как 

   

    

1

2

( , ) 1 1 ,

( , ) 1 1 ,

x

x

y x y y ch y x

y x y y ch y x

 

 

     

      

 

то определитель Вронского имеет вид 

   [0, ]: ( ) 1 1 0.y h W y y sh y          

Следовательно, функция Грина представимо в виде 

 

    

   

    

   

2

1 1
, 0 ,

1 1
, ,

1 1
, .

1 1

sh y x sh y
x

y sh y
G x y

sh y sh y x
x

y sh y

  


 


  


 

           
    

 
               

 

Тогда решение задачи 1, согласно формуле (19), имеет вид 

0 2

0

( , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ,u x y u x y G x y f y d      

где 0 1( , ) ( ) ( ),
x x

u x y y y 


    
22

0( , ) ( , ) 1 ( , )f x y x y y u x y    , 

       1 2

0 0

( , ) , ;0, , ; ,

y y

x y G x y d G x y d            

   1

0

, ; ,0 ,G x y d       
2

1( ) ( ) ( ) ,x x x      

 
22

1( ) ( ) 1 ( ),y y y y        
22

2 2 1( ) ( ) 1 ( ).y y y y       
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