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Теория гиббсовских мер представляет собой сравнительно новую область теории 

мер, хотя сами эти меры  являются главным объектом изучения в статистической физике и 

квантовой евклидовой теории. 

Основная проблема равновесной статистической физики – описать для данного 

гамильтониана все отвечающие ему предельные меры Гиббса. Эта проблема полностью 

решается лишь в отдельных сравнительно простых случаях. 

Множество всех гиббсовских состояний с данным гамильтонианом является 

непустым компактным выпуклым подмножеством множества всех распределений, так что 

естественно возникновение задачи изучения крайних гиббсовских мер. Эта задача весьма 

за труднительная. Поэтому естественно, по крайней мере в самом начале, следует найти для 

гамильтониана трансляционно-инвариантные предельные меры Гиббса. 

Мы рассматриваем модель, где спин принимает значения из множества 

, .  

Гамильтониан модели Поттс-SOS определяется следующем образом (см. [4]): 
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где  ближайшие соседи, 
 
символ Кронекера. 

В случае  модель (1) совпадает с моделью SOS. Трансляционно-

инвариантные меры Гиббса для модели SOS были изучены в [3]. В случае  

модель (1) совпадает с моделью Поттса. Для модели Поттса трансляционно-инвариантные 

меры Гиббса описаны в [2]. 

В [4] изучены трансляционно-инвариантные меры Гиббса для модели Поттс-SOS на 

дереве Кэли произвольного порядка, доказано существование не менее трех 

трансляционно-инвариантных мер Гиббса при некоторых условиях параметров.  

В данной работе рассматривается модель Поттс-SOS с тремя состояниями на дереве 

Кэли. Для этой модели на дереве Кэли порядка два изучаются множество всех 

трансляционно-инвариантных мер Гиббса. 

Известно [4], что каждой мере Гиббса для модели Поттс-SOS на дереве Кэли порядка 

 можно сопоставить совокупность векторов 

 

удовлетворяющих уравнению  

     (2) 

где множество прямых потомков точки  и 

 
функция  определена 

следующим
 
образом:  с 

,    (3) 

где . 

Пусть фактор группа, где нормальный делитель 

индекса . 

Определение 1. Совокупность векторов  называется -

периодической, если  при  для любого  -периодическая 

совокупность векторов называется трансляционно-инвариантной. 

Определение 2. Мера  называется трансляционно-инвариантной, если она 

соответствует трансляционно-инвариантной совокупности векторов . 

Теорема 1. [4] Пусть . Для модели Поттс-SOS на дереве Кэли, определенной 

в (1), справедливы следующие утверждения: 

а) пусть . Тогда существует единственная симметричная трансляционно-

инвариантная мера Гиббса (СТИМГ) для всех ; 

б) пусть : 
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б.1) если , то существует только одна СТИМГ; 

б.2) если , то существуют ровно три СТИМГ, 

где . 

Количество трансляционно-инвариантных мер Гиббса для модели Поттс-SOS, 

возможно, может быть больше, чем найденно в [4]. В этой работе доказано, что возможное 

количество трансляционно-инвариантных мер Гиббса для модели Поттс-SOS на дереве 

Кэли порядка два может достигать семи. 

Пусть , т.е. . В этом случае уравнение (2) для трансляционно-

инвариантных мер Гиббса  имеет вид 

, 

где . Вводя обозначения , получаем следующую 

систему уравнений 

     (4) 

Пусть . Обозначим  Тогда из (4) получим 

     (5) 

Система уравнений (5) сводится к следующей системе уравнений:  

   (6) 

которая может быть переписана в виде: 

   (7) 

Очевидно, что решения системы уравнений (7) являются решениями следующих 

систем уравнений  

   (8) 

или  

   (9) 

Рассмотрим сначала систему уравнений (8). Подставив  во второе уравнение 

системы уравнений (8), получим  
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   (10) 

Введем обозначение  

.       (11) 

Тогда уравнение (10) можно свести к уравнению 

     (12) 

где 

   

 (13) 

Решив уравнение  относительно , имеем решения  

. Так как 
 
то получаем . Подставляя  

в выражение  в (13) и решив уравнение  относительно , получаем решение 

. Подставив  в выражения  в (13), затем  в уравнение 

(12), получим уравнение . Отсюда следует, что уравнение (10) имеет один 

положительный корень . 

Из (13) получаем 

 

  

(14) 

 

Для  имеем  

 

Используя формулу Кардано, докажем следующую лемму. 

Лемма 1. Пусть . Существует  такое, что 

 Если , то уравнение (10) имеет одно положительное решение. 

 Если , то уравнение (10) имеет два положительных решения. 

 Если , то уравнение (10) имеет три положительных решения. 

Теперь рассмотрим систему уравнений (9). Из (9) получим 

    (15) 

Подставляя (15) в первое уравнение системы уравнений (9), получим 
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(16) 

В уравнении  (16) введем следующие обозначения: 

   

   
 (17) 

Функцию (17) можно переписать в виде 

 

где  

 

 

 

 

 

Пусть   и  . 

Обозначим следующие множества: 

 

 

 

 

 

 

Таким образом, доказана следующая 

Лемма 2. Пусть , тогда справедливы следующие утверждения: 

 Если , то уравнение (16) имеет четыре положительных решения. 

 Если , то уравнение (16) имеет три положительных решения. 

 Если , то уравнение (16) имеет два положительных решения. 

 Если , то уравнение (16) имеет одно положительное решение. 

 Если , то уравнение (16) не имеет решения. 

Введем следующие обозначения: 
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Пусть   количество трансляционно-инвариантных мер Гиббса для модели 

Поттс-SOS. 

Теорема 2. Пусть  Следующие отношения справедливы для : 

 

Доказательство. Рассмотрим первое уравнение системы уравнений (9). Запишем 

это в следующем виде 

   (18) 

Правая часть (18) отрицательна, поэтому 

   (19) 

Для левой части (19) вычислим ее дискриминант . Если 

дискриминант положителен, то неравенство (19) имеет действительные решения. Поэтому 

мы должны решить следующее неравенство: 

    . 

Поскольку , то . 

Неравенство (19) имеет положительное решение, как только  или . 

Если , то также выполняется . Если , то решение неравенства (19) 

состоит из следующего  интервала: 

     

Кроме того, в этом интервале уравнение (18) имеет смысл. 

Следовательно, если , то первое уравнение системы уравнений (9) имеет 

положительное действительное решение. Если , то первое уравнение системы 

уравнений (9) не может иметь положительного решения, т.е. для любой положительной 

действительной пары , являющейся решением первого уравнения системы уравнений 

(9), не выполняется неравенство . Тогда трансляционно-инвариантные меры Гиббса, 

соответствующие корням уравнения (9), не существуют при условии . 

По теореме Декарта, количество положительных корней уравнения (10) не меньше 1 

и не больше 3. 

Если , то уравнение (12) имеет один положительный действительный корень 

и два сопряженных комплексных корня. Если , то все корни уравнения (12) 

N
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вещественные положительные и два из них равны, или если , то (12) имеет один 

положительный действительный корень (один  нуль кратности три). Если , то 

уравнение (12) имеет три различных положительных действительных корня. 

Следовательно, можно говорить о количестве трансляционно-инвариантных мер Гиббса, 

соответствующих положительным корням уравнения (10). 

Таким образом, из лемм 1 и 2 видно, что множество  не пусто, т.е. количество 

трансляционно-инвариантных мер Гиббса, соответствующих положительным решениям 

системы уравнений (6), для модели Поттс-SOS достигает семи. Теорема доказана. 

Замечание 1. Заметим, что теорема 1 (при ) обобщает результаты 

исследований [2], [3].  

Если , то модель Поттс-SOS совпадает с моделью Поттса. В этом случае 

теорему 2 можно переформулировать следующим образом. 

Теорема 3. Пусть . Следующие утверждения справедливы для количества 

трансляционно-инвариантных мер Гиббса  для модели Поттса 

 

(см. [2] для более подробной информации). 

Если , то гамильтониан (1) модели Поттс-SOS совпадает с гамильтонианом 

модели SOS. В этом случае теорему 2 можно переформулировать следующим образом. 

Теорема 4. Пусть  Следующие утверждения справедливы для 

количества трансляционно-инвариантных мер Гиббса 
 
для модели SOS 

 

где  и  (см. [3] для более подробной информации). 
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