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1. Введение 

Линейное интегральное уравнение первого рода и его регуляризируемость 

исследованы в работах Лаврентьева М.М. [1]. Регуляризирующий оператор для решения 
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интегрального уравнения построен впервые Лаврентьевым М.М. как решение 

интегрального уравнения второго рода с малым параметром.  

В данной работе рассматривается нелинейное интегральное уравнение первого рода 

вида 

∫ К(𝑡, 𝑠)𝑀(𝑠, 𝑧(𝑠))𝑑𝑠 = 𝑢(𝑡),      𝑡 ∈ [0,1],
1

0
   (1) 

где 𝐾(𝑡, 𝑠) ядро интегрального уравнения определено в квадрате 0 ≤ 𝑡, 𝑠 ≤ 1 и непрерывно 

в этой области, 𝑀(𝑡, 𝑠) нелинейная функция определенная в полосе  −∞ < 𝑧 ≤ +∞, 0 ≤ 𝑠 ≤

1, функция непрерывна в этой полосе и удовлетворяет условию Липшица по 𝑧, 𝑧(𝑠)-

искомая, 𝑢(𝑡) − заданная непрерывные функции. 

Допустим, что при 𝑢(𝑡) = 𝑢0(𝑡) уравнение имеет единственное решение 𝑧0(𝑡). 

Решение уравнения (1) принадлежит существенно некорректно поставленным 

задачам, т.е. нарушаются все три условия Адамара: 

1) решение уравнения (1) существует не для всех 𝑢(𝑡) ∈ 𝐶[0,1]; 

2) решение не является единственным; 

3) решение не является устойчивым от правой части 𝑢(𝑡), т.е. малое изменение правой 

части по метрике пространства 𝐶[0,1] приводит к большому изменению решения  𝑧(𝑠) 

по метрике 𝐶[0,1]. 

2. Регуляризация 

Для построения регуляризирующего оператора наряду с уравнением (1) введем 

уравнение второго рода 

𝛼𝑧(𝑡) + ∫ К(𝑡, 𝑠)𝑀(𝑠, 𝑧(𝑠))𝑑𝑠 = 𝑢(𝑡),
1

0
    (2) 

где 𝛼 > 0- малый параметр и называется параметром регуляризации. 

Покажем, что нелинейное интегральное уравнение при некоторых условиях на 

функции 𝑀(𝑡, 𝑠) и для любой заданной функции  𝑢(𝑡) ∈ 𝐶[0,1] при 𝛼 > 0 имеет 

единственное решение 𝑧𝛼(𝑡) ∈ 𝐶[0,1]. 

Пусть ядро 𝐾(𝑡, 𝑠) положительно определено. 

Уравнение (2) запишем в виде 

𝛼𝑧(𝑡) + ∫ К(𝑡, 𝑠)𝑧(𝑠)𝑑𝑠
1

0
+ ∫ К(𝑡, 𝑠) (𝑀(𝑠, 𝑧(𝑠)) − 𝑧(𝑠)) 𝑑𝑠 = 𝑢(𝑡).

1

0
  (3) 

Введем обозначения 

К𝑧 = ∫ К(𝑡, 𝑠)𝑧(𝑠)𝑑𝑠
1

0
, В𝑧 = ∫ К(𝑡, 𝑠) (𝑀(𝑠, 𝑧(𝑠)) − 𝑧(𝑠)) 𝑑𝑠.

1

0
   (4) 

В этих обозначениях уравнение запишется в виде 

𝛼𝑧(𝑡) + 𝐾𝑧 + 𝐵𝑧 = 𝑢(𝑡).     (5) 

Функция 𝑀(𝑡, 𝑠) по аргументу z  удовлетворяет условию Липшица 

|М(𝑠, 𝑧1(𝑠) − М(𝑠, 𝑧2(𝑠)| ≤ 𝑁|𝑧1(𝑠) − 𝑧2(𝑠)|. 

Тогда нелинейный оператор Bz отображает пространство 𝐶[0,1] в себя и 

удовлетворяет условию Липшица по z. Действительно 

|𝐵𝑧1 − 𝐵𝑧2| = |∫ К(𝑡, 𝑠) (𝑀(𝑠, 𝑧1(𝑠)) − 𝑀(𝑠, 𝑧2(𝑠)) − 𝑧1(𝑠) + 𝑧2(𝑠)) 𝑑𝑠
1

0

| ≤ 

≤ 𝐾0(𝑁 + 1)|𝑧1 − 𝑧2|, (6) 

где 𝐾0 = 𝑚𝑎𝑥0≤𝑡,𝑠≤1|𝐾(𝑡, 𝑠)|. 

Линейный оператор Kz действует из пространства 𝐶[0,1] в 𝐶[0,1] и является 

положительным оператором. 



В работе [3] показано, что оператор 𝛼Е + К в пространстве имеет обратный оператор 

т.е. уравнение (𝛼𝐸 + 𝐾)𝑧 = 𝑢 имеет единственное решение в пространстве 𝐶[0,1]. 

В этой же работе доказано, что норма оператора (𝛼Е + К)−1
𝐶[0,1]→𝐶[0,1]

 удовлетворяет  

неравенству 

‖(𝛼Е + К)−1‖𝐶[0,1]→𝐶[0,1]
≤ С0

𝛼2.    (7) 

Введем обозначение 

𝐵1𝑧 = 𝑢(𝑡) − 𝐵𝑧.      (8) 

Тогда нелинейное интегральное уравнение эквивалентно следующему 

интегральному уравнению 

𝑧 = (𝛼Е + К)−1𝑢(𝑡) − (𝛼Е + К)−1𝐵𝑧.   (9) 

Рассмотрим нелинейный интегральный оператор 

(𝛼Е + К)−1𝐵𝑧 = (𝛼Е + К)−1𝐾 (𝑀(𝑠, 𝑧(𝑠)) − 𝑧(𝑠)).  (10) 

В силу (4) интегральный оператор (𝛼Е + К)−1𝐾 действует из пространства 𝐿2[0,1] в 

𝐿2[0,1] является ограниченным оператором и норма этого оператора ограничена, т.е. 

справедливо неравенство 

‖(𝛼Е + К)−1𝐾‖𝐿2[0,1] →𝐿2[0,1] ≤ 1.     (11) 

В данной работе доказано, что норма оператора (𝛼Е + К)−1𝐾 из пространства 

𝐶2
[0,1] в 𝐶[0,1] ограничена, т.е. имеет место неравенство 

‖(𝛼Е + К)−1𝐾‖𝐶2
[0,1]→𝐶[0,1]

≤ 𝐾1,     (12) 

где 𝐾1- некоторая постоянная. 

Нелинейный оператор (𝛼Е + К)−1𝐾 (𝑀(𝑠, 𝑧(𝑠)) − 𝑧(𝑠)) удовлетворяет условию 

Липшица 

‖(𝛼Е + К)−1𝐾 (𝑀(𝑠, 𝑧1(𝑠)) − 𝑧1(𝑠)) − (𝛼Е + К)−1𝐾 (𝑀(𝑠, 𝑧2(𝑠)) − 𝑧2(𝑠))‖  

≤ 𝐾1(𝑁 + 1)‖𝑧1 − 𝑧2‖ . (13) 

Допустим, что постоянная Липшица 𝐾1(𝑁 + 1) удовлетворяет условию 

𝑁1 = 𝐾1(𝑁 + 1) < 1.     (14) 

При выполнении условия (14) нелинейное уравнение (9) в силу теоремы Банаха 

имеет единственное решение представимое в виде 

𝑧𝛼 = (𝐸 − (𝛼𝐸 + 𝐾)−1𝐾(𝑀(𝑠, . ) − 𝐸))−1(𝛼𝐸 + 𝐾)−1𝑢(𝑡).  (15) 

Обозначим решение уравнения (9) при 𝑢(𝑡) = 𝑢0(𝑡) через 𝑧𝛼
0. Покажем, что решение 

уравнения (9) 𝑧𝛼
0(𝑡) при 𝛼 → 0 по норме пространства 𝐶[0,1] сходится к точному решению 

уравнения (1) при 𝑢(𝑡) = 𝑢0(𝑡). 

Действительно из (1) получаем тождество 

𝑢0(𝑡) = 𝐾𝑧0 + 𝐾(𝑀(𝑠, 𝑧0) − 𝑧0).     (16) 

Тогда из (15) учитывая тождество (16) получаем 

𝑧𝛼
0 − 𝑧0 = (𝐸 − (𝛼𝐸 + 𝐾)−1𝐾(𝑀(𝑠,∙) − 𝐸))−1(𝛼𝐸 + 𝐾)−1(𝐾𝑧0 + 𝐾(𝑀(𝑠, 𝑧0) − 𝑧0) − 𝑧0 = 

= (𝐸 − (𝛼𝐸 + 𝐾)−1𝐾(𝑀(𝑠,∙) − 𝐸))−1𝛼(𝛼𝐸 + 𝐾)−1𝑧0  (17) 

Предположим, что точное решение 𝑧0(𝑡) ∈ 𝐶2+𝜎
[0,1], где 0 < 𝜎 < 1. 

Тогда из (17) получаем оценку 

‖𝑧𝛼
0 − 𝑧0‖𝐶[0,1] ≤

𝛼𝜎

1−𝑁1
𝐾2,     (18) 

где 𝐾2 - некоторая постоянная, зависящая от ядра 𝐾(𝑡, 𝑠). 

Таким образом, доказано 



Теорема 1. Пусть выполнены условия: 1) ядро 𝐾(𝑡, 𝑠) симметрично, непрерывно в 

квадрате 0 ≤ 𝑡, 𝑠 ≤ 1 и положительно определено; 2) нелинейная функция 𝑀(𝑠, 𝑧)  

определена и непрерывна в полосе −∞ < 𝑧 < ∞, 0 ≤ 𝑠 ≤ 1 и удовлетворяет условию 

Липшица по z; 3) пусть при 𝑢(𝑡) = 𝑢0(𝑡) уравнение (1) имеет единственное решение 𝑧0(𝑡) ∈
𝐶2+𝜎

[0,1], где 0 < 𝜎 < 1; 4) постоянная 𝑁1 удовлетворяет условию 𝑁1 = 𝐾1(𝑁 + 1) < 1. 

Тогда: а) при выполнении условий 1), 2), 4) уравнение (2) при любом 𝑢(𝑡) ∈ 𝐶[0,1] и 

любой ∝> 0 имеет единственное решение 𝑧𝛼(𝑡) ∈ 𝐶[0,1]б) при выполнении условий 1), 2), 

3), 4) решение уравнения (2) 𝑧𝛼
0(𝑡) при 𝑢(𝑡) = 𝑢0(𝑡) сходится по норме пространства 𝐶[0,1] 

при ∝→ 0 к точному решению уравнения (1), причем скорость сходимости удовлетворяет 

неравенству (18). 

Покажем, что решение уравнения (2) является устойчивым от правой части 𝑢(𝑡) при 

согласовании параметра регуляризации 𝛼 от погрешности правой части 𝛿. 

Допустим, что вместо правой точной правой части 𝑢0(𝑡) задана приближенная 

правая часть 𝑢𝛿(𝑡) ∈ 𝐶[0,1]С[0,1], удовлетворяющая неравенству 

‖𝑢0(𝑡) − 𝑢𝛿(𝑡)‖ ≤ 𝛿.     (19) 

В силу теоремы 1 уравнение (2) при 𝑢(𝑡) = 𝑢𝛿(𝑡) имеет единственное решение 

𝑧𝛼
𝛿(𝑡) ∈ 𝐶[0,1]. 

Это решение в силу формулы (15) представимо в виде 

𝑧𝛼
𝛿(𝑡) = (𝐸 − (𝛼𝐸 + 𝐾)−1𝐾(𝑀(𝑠,∙) − 𝐸))−1(𝛼𝐸 + 𝐾)−1𝑢𝛿(𝑡).   (20) 

Оценим разность 𝑧𝛼
𝛿(𝑡) − 𝑧0(𝑡) по норме пространства 𝐶[0,1] 

Тогда используя неравенство треугольника для разности 𝑧∝
𝛿(𝑡) − 𝑧0(𝑡) получаем 

‖𝑧𝛼
𝛿 − 𝑧0(𝑡)‖

𝐶[0,1]
≤ ‖𝑧𝛼

𝛿(𝑡) − 𝑧𝛼
0(𝑡)‖

𝐶[0,1]
+ ‖𝑧𝛼

0(𝑡) − 𝑧0(𝑡)‖𝐶[0,1]]  (21) 

Вычитая из (20), (15) при 𝑢(𝑡) = 𝑢0(𝑡), получаем 

𝑧𝛼
𝛿(𝑡) − 𝑧𝛼

0(𝑡) = (𝐸 − (𝛼𝐸 + 𝐾)−1𝐾(𝑀(𝑠,∙) − 𝐸))−1(𝛼𝐸 + 𝐾)−1𝑢𝛿 − 

−(𝐸 − (𝛼𝐸 + 𝐾)−1𝐾(𝑀(𝑠,∙) − 𝐸))−1(𝛼𝐸 + 𝐾)−1𝑢0(𝑡). (22) 

Далее используя, что нелинейный оператор (𝐸 − (𝛼𝐸 + 𝐾)−1𝐾(𝑀(𝑠,∙) − 𝐸))−1 

удовлетворяет условию Липшица с постоянной 𝑁1 < 1, из (22), получаем 

‖𝑧𝛼
𝛿(𝑡) − 𝑧𝛼

0(𝑡)‖
𝐶[0,1]

≤
1

1−𝑁1
‖(𝛼𝐸 + 𝐾)−1‖‖𝑢𝛿(𝑡) − 𝑢0(𝑡)‖.   (23) 

Далее используя неравенства (7) и (19) из неравенства (23) приходим к неравенству 

‖𝑧𝛼
𝛿(𝑡) − 𝑧𝛼

0(𝑡)‖
𝐶[0,1]

≤
1

1−𝑁1

𝛿С0

𝛼2
.     (24) 

Второе слагаемое в неравенстве (21) удовлетворяет оценке (18). 

Из неравенства (21) учитывая неравенства (24) и (18), получаем 

‖𝑧𝛼
𝛿(𝑡) − 𝑧0 (𝑡)‖

𝐶[0,1]
≤

С0

1−𝑁1

𝛿

𝛼2
+

𝐾2

1−𝑁1
𝛼𝜎 =

С0

1−𝑁1
(

𝛿

𝛼2
+ 𝑐1𝛼𝜎),  (25) 

где с1 =
𝐾2

𝐶0
. 

Рассмотрим выражение в скобке в правой части (25) как функцию от 𝛼: 

𝜑(𝛼) =
𝛿

𝛼2 + с1𝛼𝜎.      (26) 

Эта функция в некоторой точке 𝛼0 имеет минимальное значение, т.е. оценка (25) в 

этой точке имеет оптимальное значение. 

Чтобы найти критическую точку, производную приравниваем к нулю 

𝜑′(𝛼) = −2𝛿𝛼−3 + 𝑐1𝜎𝛼𝜎−1 = 0. 

Отсюда 

𝛼(𝛿) = (
2𝛿

с1𝜎
)

1

2+𝜎
.     (27) 



Подставляя (27) в (26) получаем 

𝜑(𝛼(𝛿)) = 𝛿
𝜎

2+𝜎 с3,     (28) 

где с3 - некоторая постоянная, зависящая от постоянной с1, 𝜎. 

Таким образом, учитывая (28) из неравенства (25) получаем оценку 

‖𝑧𝛼
𝛿(𝑡) − 𝑧0 (𝑡)‖

𝐶[0,1]
≤

С0

1−𝑁1
с3𝛿

𝜎

𝜎+2.    (29) 

Доказана 

Теорема 2. Пусть: 1) выполнены все условия теоремы 1; 2) функция 𝑢𝛿(𝑡) 

удовлетворяет неравенству (19); 3) параметр регуляризации 𝛼(𝛿) выбрана по формуле (27). 

Тогда решение уравнения (2) при 𝑢(𝑡) = 𝑢𝛿(𝑡) при 𝛿 → 0 сходится по норме 

пространства 𝐶[0,1] к точному решению (1). Скорость сходимости удовлетворяет 

неравенству (29). 
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