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Аннотация. Работа посвящена численному исследованию вопроса единственности решения 

задачи Шоуолтера – Сидорова – Дирихле для уравнения Хоффа на отрезке. Уравнение Хоффа моделирует 

динамику деформации двутавровой балки, находящейся под постоянной нагрузкой. Для исследования вопроса 

(не)единственности решений задачи Шоуолтера – Сидорова будет использован метод фазового 

пространства, который был разработан Г.А. Свиридюком при исследовании разрешимости уравнений 

соболевского типа. Ранее было показано, что фазовое пространство исследуемой модели содержит 

особенности типа 2-сборки Уитни, что влечет за собой возможную неединственность решений. 

Представлены условия единственности или множественности решений задачи Шоуолтера – Сидорова – 

Дирихле в зависимости от параметров системы, построен алгоритм численного решения задачи на основе 

метода Галеркина и представлены вычислительные эксперименты. 
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Abstract. The paper is devoted to the study of the uniqueness of the solution of the Showalter–Sidorov–

Dirichlet problem for the Hoff equation on a segment. The Hoff equation simulates the dynamics of deformation of an 

I-beam under constant load. To investigate the question of the (non)uniqueness of solutions to the Showalter–Sidorov 

problem, the phase space method will be used, which was developed by G.A. Sviridyuk in the study of the solvability 

of Sobolev-type equations. It was previously shown that the phase space of the model under study contains features 

of type 2-Whitney assembly, which entails a possible non-uniqueness of solutions. The conditions of uniqueness or 

multiplicity of solutions of the Showalter–Sidorov–Dirichlet problem depending on the system parameters are 

presented, an algorithm for numerical solution of the problem based on the Galerkin method is constructed and 

computational experiments are presented. 

Key words: Sobolev type equations; Showalter–Sidorov problem; the Hoff equation; nonuniqueness of 

solutions; phase space method; the Galerkin method. 

 

1. Введение 
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Подход, предложенный в работе Хоффа [1], для изучения деформации при сжатии 

(выпучивание) стержня распространяется на случай ползучести начальных 

неправильностей. Под ползучестью следует понимать деформацию твердого тела, 

проходящую с течением длительного времени, под действием постоянной нагрузки. 

Математическая модель деформации двутавровой балки принадлежит к классу 

полулинейных вырожденных моделей и будет исследована в рамках абстрактного 

полулинейного уравнения соболевского типа. В обзорной статье [2] собраны результаты 

многолетних исследований вопроса (не)единственности задачи Шоуолтера – Сидорова 

    𝐿(𝑢(𝑥, 0) − 𝑢0(𝑥)) = 0    (1) 

для абстрактного полулинейного уравнения соболевского типа  

𝐿𝑢̇ = 𝑀𝑢 + 𝑁(𝑢), ker 𝐿 ≠ {0},    (2) 

приведены примеры математических моделей, у которых возможно существование 

нескольких решений задачи Шоуолтера – Сидорова. Вопросы (не)единственности решений 

уравнений и систем уравнений, сводящихся к полулинейным уравнениям вида (2) и связи 

неединственности решений с существованием в фазовом пространстве уравнений (2) 

сборок и складок Уитни были освещены в следующих работах: А.Ф. Гильмутдиновой для 

математической модели Плотникова были выявлены условия существования 

неединственности решения задачи [3], Т.А. Бокаревой и  Г.А. Свиридюком для модели 

распространения нервного импульса в мембране и для модели автокаталитической реакции 

с диффузией показано существование 2-сборки Уитни и 1-сборки Уитни соответственно 

[4], Н.А. Манаковой и О.В. Гавриловой для модели распространения нервного импульса в 

мембране были выявлены условия существования неединственности решения задачи [5]. 

В данной работе будем рассматривать задачу Шоуолтера – Сидорова 

𝜆(𝑢(𝑥, 0) − 𝑢0(𝑥)) + (𝑢𝑥𝑥(𝑥, 0) − 𝑢0(𝑥)) = 0, 𝑥 ∈ (0, 𝑙),  (3) 

для уравнение Хоффа 

𝜆𝑢𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑡 = 𝛼𝑢 + 𝛽𝑢3, 𝑡 ∈ (0, 𝑇),     (4) 

с условием Дирихле  

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ (0, 𝑙), 𝑡 ∈ (0, 𝑇).    (5) 

Требуется найти условия неединственности решений задачи (3) – (5) в зависимости от 

значений параметров задачи, построить алгоритм численного решения задачи (3) – (5) с 

учетом (не)единственности решения в случае 𝛼𝛽 < 0.  

В работе [6] Г.А. Свиридюком и В.О. Казаком было показано, что фазовое пространство 

уравнения (4) является простым банаховым 𝐶∞-многообразием в случае 𝛼𝛽 > 0. В случае 

𝛼𝛽 < 0 фазовое пространство уравнения (4) уже не будет простым многообразием, – оно 

лежит на 2–сборке Уитни как показано в статье [7]. В данной работе для реализации 

численного решения задачи используется метод Галеркина. Впервые для полулинейных 

уравнений соболевского типа этот метод был применен Г.А. Свиридюком и Т.Г. Сукачевой 

[8]. В случае вырожденных полулинейных уравнений для нахождения приближенных 

решений, метод Галеркина был использован в работах [9–13]. 

 

2. Особенности фазового пространства 

Редуцируем задачу (3) – (5) к задаче (1), (2). Для этого положим 𝔘 = 𝐿4(0, 𝑙), 𝔥 =

𝑊2
1

∘

(0, 𝑙).  Операторы 𝐿, 𝑀, 𝑁 определим формулами   



⟨𝐿𝑢, 𝑣⟩ = ∫
𝑙

0
(𝜆𝑢𝑣 − 𝑢𝑥𝑣𝑥)𝑑𝑥, ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝔥,

⟨𝑀𝑢, 𝑣⟩ = 𝛼 ∫
𝑙

0
𝑢𝑣 𝑑𝑥,   ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝔥,

⟨𝑁(𝑢), 𝑣⟩ = 𝛽 ∫
𝑙

0
𝑢3𝑣𝑑𝑥, ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝔘,

   (6) 

где ⟨⋅,⋅⟩ – скалярное произведение в 𝐿2(0, 𝑙).  

Пусть параметр 𝜆 ∈ 𝜎(−Δ), тогда ker 𝐿 = s𝑝𝑎𝑛{𝜑𝑘: 𝜆𝑘 = 𝜆}, i𝑚  𝐿 = (ker𝐿)⊥, где {𝜑𝑔} – 

ортонормированное (в смысле 𝐿2(0, 𝑙)) семейство собственных функций однородной 

задачи Дирихле на интервале (0, 𝑙) для оператора Лапласа (−Δ), соответствующих 

собственным значениям {𝜆𝑔}, которые занумерованы по невозрастанию.  При этом 𝜑𝑔, 𝜆𝑔 

примут вид 

 𝜑𝑔 = √
2

𝜋
sin 𝑔𝑥 , 𝜆𝑔 = 𝑔2, 𝑔 = 1,2, … 

Зададим множество 𝔅 следующим образом:  

 𝔅 = {𝑢 ∈ 𝔘: ⟨𝑀𝑢 + 𝑁(𝑢), 𝜑𝑘⟩ = 0, 𝜆 = 𝜆𝑘}. 

 Считая, что 𝛼𝛽 < 0 и 𝜆 = 𝜆𝑘 представим вектор 𝑢 в виде 𝑢 = 𝑠𝑘𝜑𝑘 + 𝑢𝑘
⊥, где 𝑢𝑘

⊥ ∈ 𝔘k
⊥ =

{𝑢𝑘 ∈ 𝔘: ⟨𝑢k, 𝜑𝑘⟩ = 0}, заметим, что множество 𝔅  𝐶∞-диффеоморно множеству  

𝔅 = {(𝑠k, 𝑢k
⊥) ∈ ℝ × 𝔘: 𝑠k

3 ∥ 𝜑k ∥𝔘
4 + 3𝑠k

2 ∫
𝑙

0
𝜑k

3𝑢k
⊥  𝑑𝑥 +

+  𝑠k  (3 ∫
𝑙

0
𝜑k

2(𝑢k
⊥)2  𝑑𝑥 + 𝛼𝛽−1 + ∫

𝑙

0
𝜑k(𝑢k

⊥)3  𝑑𝑥 = 0}.
  (7) 

В [7] множество 𝔅 названо 2-сборкой Уитни, в [6] показано, что в случае 𝛼𝛽 > 0 при любом 

векторе 𝑢𝑘
⊥ ∈ 𝔘𝑘

⊥ существует точно одно число 𝑠𝑘 ∈ ℝ такое, что 𝑠k𝜑𝑘 +  𝑢𝑘
⊥ ∈  𝔅. 

Уравнение, определяющее множество 𝔅, является кубическим уравнением общего вида  

𝑎𝑠k
3 + 𝑏𝑠k

2 + 𝑐𝑠k + 𝑑 = 0.    (8) 

Согласно формулам Кардано, любое кубическое уравнение общего вида при помощи 

замены 𝑠𝑘 = 𝑦 −
𝑏

3𝑎
 может быть приведено к канонической форме  

𝑦3 + 𝑝𝑦 + 𝑞 = 0 с коэффициентами  

𝑎 =∥ 𝜑k ∥𝔘
4 , 𝑏 = 3 ∫

𝑙

0
𝜑k

3𝑢k
⊥  𝑑𝑥,

𝑐 = 3 ∫
𝑙

0
𝜑k

2(𝑢k
⊥)2  𝑑𝑥 + 𝛼𝛽−1,   𝑑 = ∫

𝑙

0
𝜑k(𝑢k

⊥)3𝑑𝑥,

𝑝 =
3𝑎𝑐−𝑏2

9𝑎2 ,   

𝑞 =
1

2
(

2𝑏3

27𝑎3 −
𝑏𝑐

3𝑎2 +
𝑑

𝑎
) ,

𝑄𝑘(𝑠k, 𝑢) = 𝑝3 + 𝑞2,

𝑅k(𝑠k, 𝑢) = 3𝑠k
2 ∥ 𝜑k ∥𝔘

4 + 6𝑠k ∫
𝑙

0
𝜑k

3𝑢k
⊥  𝑑𝑥 + 3 ∫

𝑙

0
𝜑k

2(𝑢𝑘
⊥)2  𝑑𝑥 + 𝛼𝛽−1.

 (9) 

Для дальнейшего рассмотрения введем следующие множества  

(𝑈k)0
⊥ = {𝑢 ∈ 𝔘𝑘

⊥: 𝑅k(𝑠𝑘, 𝑢) = 0},

(𝑈𝑘)+
⊥ = {𝑢 ∈ 𝔘𝑘

⊥: 𝑄k(𝑠k, 𝑢) > 0},

(𝑈k)−
⊥ = {𝑢 ∈ 𝔘𝑘

⊥: 𝑄k(𝑠k, 𝑢) < 0}.

  (10) 

 Теорема 1 [13]. Пусть 𝛼𝛽 < 0 и 𝜆 = 𝜆𝑘. Тогда   

• для любого 𝑢0 ∈ (𝑈k)⊥ ∩ (𝑈k)−
⊥ существует три решения задачи (3) – (5);  

• для любого 𝑢0 ∈ (𝑈𝑘)⊥ ∩ (𝑈𝑘)+
⊥ ∩ (𝑈k)0

⊥ существует два решения уравнения (3) – (5);  

• для любого 𝑢0 ∈ (𝑈𝑘)⊥ ∩ (𝑈𝑘)+
⊥ существует одно решение задачи (3) – (5).  

 

3. Вычислительные эксперименты 



Рассмотрим примеры численного исследования вопроса неединственности решений задачи 

Шоуолтера – Сидорова для модели деформации двутавровой балки (3) – (5) на основе 

аналитических результатов, описанных выше. Требуется найти численное решение задачи 

Шоуолтера – Сидорова  

(𝑢(𝑥, 0) − 𝑢0(𝑥)) + (𝑢𝑥𝑥(𝑥, 0) − 𝑢0(𝑥)) = 0, 𝑥 ∈ (0, 𝜋),  (15) 

для уравнения  

𝑢𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑡 = −𝑢 + 𝑢3, 𝑡 ∈ (0,1),    (16) 

с краевым условием Дирихле  

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) =  0, 𝑥 ∈ (0, 𝜋), 𝑡 ∈ (0,1),   (17) 

при  𝑢0(𝑥) = √
2

𝜋
sin(2𝑥). 

Приближенные решения задачи (15) – (17) на интервале (0, 𝜋) могут быть представлены в 

виде 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢1(𝑡)𝜑1(𝑥) + 𝑢2(𝑡)𝜑2(𝑥), где 𝜑𝑘(𝑥) = √
2

𝜋
sin  𝑘𝑥, 𝑘 = 1,2. Так как в 

условиях данного эксперимента 𝜆 совпадает с первым собственным значением 𝜆1 = 1 

однородной задачи Дирихле для (−Δ), для нахождения неизвестных 𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡) получим 

систему алгебро-дифференциальных уравнений 

{
𝑢1(𝑡)(−3𝑢1

2(𝑡) − 6𝑢2
2(𝑡) + 2𝜋) = 0

−6𝑢1
2(𝑡)𝑢2(𝑡) − 3𝑢2

3(𝑡) + 6𝜋𝑢2(𝑡)𝑑𝑡 + 2𝜋𝑢2(𝑡) = 0.
  (18) 

Используя формулы (9), найдем 𝑄 = −0,0000311696 < 0, из чего следует, что данная 

система уравнений имеет три решения. Разрешив алгебраическое уравнение системы в 

начальный момент времени, получим три начальных условия 𝑢1
1(0), 𝑢1

2(0), 𝑢1
3(0). Решая 

получившуюся систему методом Рунге – Кутта, получим три численных решения (рис. 1). 

 
Рис. 1. Численное решение задачи (15) – (17) 
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