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Аннотация. В настоящей работе ставится ряд краевых задач для уравнения третьего порядка 

параболо-гиперболического типа вида  в треугольной области с тремя линиями 

изменения типа. Сформулирована теорема существования и единственности решения поставленной задачи. 

Однозначная разрешимость поставленной задачи доказывается с помощью метода построения решения, а 

также методами интегральных и дифференциальных уравнений 
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В этой работе ставится один класс краевых задач для уравнения третьего порядка 

параболо-гиперболического типа вида 

     (1) 

в треугольной области  плоскости , где , ,  

 

, а  есть прямоугольник с вершинами 

в точках , , , ;  треугольник с вершинами в точках , , 

;  треугольник с вершинами в точках , , ;  

треугольник с вершинами в точках , , ;  открытый отрезок с вершинами 
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в точках , ;  открытый отрезок с вершинами в точках , ;  открытый 

отрезок с вершинами в точках , . 

Нам следует записать области  в следующем виде (из которых будем 

пользоваться в дальнейшем): , , где  – 

треугольник с вершинами в точках , , ;  – треугольник с вершинами 

в точках , , ;  – треугольник с вершинами в точках , , ;  

– треугольник с вершинами в точках , , ;  открытый отрезок с вершинами 

в точках , ;  открытый отрезок с вершинами в точках , . 

Перед тем, как приступить к постановке краевых задач, запишем все краевые условия 

и условия склеивания на линиях изменения типа, из которых будем пользоваться при 

постановке краевых задач: 
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Здесь   заданные достаточно гладкие функции, а 

  неизвестные пока достаточно гладкие функции,  внутренняя 

нормаль к прямой  или . 

В зависимости от значений коэффициентов  и , то есть от значений углового 

коэффициента  оператора первого порядка уравнения (1), получаются различные 

случаи. Учитывая это для уравнения (1) ставится следующая задача: 

Задача 1. Требуется найти функцию , которая 1) непрерывна в замкнутой 

области ; 2) удовлетворяет уравнению (1) в открытой области  при ; 3) 

удовлетворяет следующим краевым условиям и условиям склеивания на линиях изменения 

типа, которые указаны в следующей таблице:  

  

№ 
Значения  Краевые условия 

Условия 

склеивания 

1. 
 ( ,

) 

(2), (4), (6), (8), (11), (12), (15) 

Всего: 24 таких групп условий. 

(16), (17), 

(19)-(24) 

2. 
 ( ,

) 

(2), (4), (5), (6), (8), (10), (11), (12), (13) 

Всего: 18 таких групп условий. 

(16)-(20), 

(22), (23) 

3.  
(2), (4), (6), (8), (11), (12), (15) 

Всего: 6 таких групп условий. 
(16)-(24) 

4.  

(2), (4), (6), (8), (9), (11), (12) или 

(2), (4), (7), (8), (9), (11), (12) или 

(2), (4), (8), (9), (11), (12), (14). 

(16)-(24) 

5.  
(2), (5), (10), (11), (12), (13), (14) 

Всего: 6 таких групп условий. 
(16)-(24) 

6.  

(3), (5), (10), (11), (12), (13), (14) или 

(3), (5), (9), (11), (12), (13), (14) или 

(3), (5), (11), (12), (13), (14), (15). 

(16)-(24) 

7. 
 и 

 

(2), (4), (5), (6), (8), (10), (11), (12), (13) 

Всего: 18 таких групп условий. 
(16)-(24) 

Здесь мы укажем решение поставленной задачи лишь в случае 1 с группой условий 

(2), (4), (6), (8), (11), (12), (15). В этом случае уравнение (1) имеет вид 
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Имеет место следующая  

Теорема. Если , , , 

, , , , причем выполняются 

следующие условия согласования , , 

, , то задача 1 имеет единственное решение в случае 1 с 

группой условий (2), (4), (6), (8), (11), (12), (15).  

Доказательство. Теорему докажем методом построения решения. Для этого 

уравнение (1ʹ) перепишем в виде  

,     (25) 

,    (26) 

где введено обозначение , , причем 

 – неизвестные пока достаточно гладкие функции, подлежащие 

определению.  

Учитывая виды областей , которые написаны наверху, уравнение (26) 

 перепишем в виде 

,   (27) 

где введены обозначения , ,  

. 

Сначала рассмотрим задачу в области . Записываем решение уравнения (27) 

, удовлетворяющее условиям (11) и  (

неизвестная пока достаточно гладкая функция, подлежащая определению): 

   (28) 

Подставляя (28) в условие (8), находим 

. 

А подставляя (28) в условие (6), находим и функцию : 
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. (29) 

Таким образом, мы определили функцию . Если введем обозначение 

 (где  уже известная функция), то для определения функции 

 получим условие  

.      (30) 

Теперь записываем решение уравнения (27) , удовлетворяющее 

условиям (19), (20): 

   (31) 

Подставляя (31) в условие (8), находим 

.     (32) 

Теперь будем пользоваться из условия 

. 

Тогда имеем 

. 

Из последнего равенства и (32) следует 

. 

Теперь подставляя (31) в условие (30), получим первое соотношение между 

неизвестными функциями  и : 

,     (33) 

где  

. 

Далее, переходя в уравнениях (25) и (27)  к пределу при , 

получим второе и третье соотношения между неизвестными функциями , , 
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Исключая из (34) и (35) функцию , имеем 

.    (36) 

Теперь переходим в область . Записываем решение уравнения (26) , 

удовлетворяющее условиям (16) и (17): 

. (37) 

Подставляя (37) в условие (4), находим 

.    (38) 

Далее, подставляя (37) в условие (2) после некоторых выкладок, имеем первое 

соотношение между неизвестными функциями  и : 

,     (39) 

где  известная функция. 

Переходя в (25) к пределу при , имеем второе соотношение между 

неизвестными функциями  и : 

,     (40) 

где неизвестная пока постоянная. 

Исключая из (39) и (40) функцию , приходим к уравнению 

. 

Интегрируя это уравнение от  до , имеем 
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где , а неизвестная пока постоянная.  

Дифференцируя (33) и полагая в полученном равенстве , имеем 

. 
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. 

     2 2 1   y y y

     2 2 31   y y y

 2 y

       1 2 2 31      y y y y

2G  2i

 
   

   1 1

2 1 2

0

1 1
,

2 2 2






 
    

  


  

  
    

x y y x y c

a

x y x y

x y x y
u x y t dt d e d

   2 22 , 1 2 0 


    

c
y

ay y e y

 1 x  1 x

     1 1 1 , 0 1      x x x x

 1 x

0y

 1 x  1 x

     1 1 1 0 , 0 1  


    

c
x

ax x e x

 1 0 

 1 x

       1 1 1 1 0 , 0 1   


      

c
x

ax x x e x

0 x

       1 1 2 1 1

0

0   


    
cx

t
ax x x e dt k

   2 1

0

  
x

x t dt 1 k

0y

     2 2 10 0 0     

   2 10 0      2 10 0  

     1 1 10 0 0    

0x 0y

     1 1 20 0 0    



Исключая из последнего равенства и (42) число , имеем соотношение 

. 

Дифференцируя (39), получим 

. 

Исключая из последних двух равенств , находим 

. 

Решая уравнение (35) при условиях  

, , 

, 

находим 

 

, 

где  

, , 

. 

Теперь переходим в область . Запишем решение уравнения (27) , 

удовлетворяющего условиям (12), (15): 
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Будем пользоваться из условия . Тогда 

после некоторых преобразований, имеем 

. 

Теперь будем пользоваться из условия . Тогда после 

длинных преобразований приходим к соотношению между неизвестными функциями 

,  и : 

,   (45) 

где . 

Теперь переходя в уравнениях (25) и (27)  при  получим 

соотношения 

, . 

Исключая из этих соотношений функцию  в силу (45), находим 

.  (46) 

Подставляя (46) в (45), имеем 

 (47) 

Теперь переходим в область . Запишем решение уравнения (25), 

удовлетворяющего условиям (16), (19), (22): 
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где 
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после длинных вычислений, приходим к систему интегральных уравнений Вольтерра 

второго рода относительно неизвестных функций  и : 

,  (48) 

,  (49) 

где , , , , ,  – известные функции, 

причем ядра  и  имеют слабую особенность , а остальные 

функции непрерывны. Поэтому система уравнений (48), (49) допускает единственное 

решение в классе непрерывных функций. Решая эту систему, находим функции  и 

 тем самым, и функции , , , , , , 

,  и . 

Замечание. Аналогичные задачи для уравнений третьего и четвертого порядков 

параболо-гиперболического типа рассмотрены в работах [1]-[10]. 
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