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Аннотация. В работе исследованы вопросы регуляризации нелинейных двумерных интегральных 

уравнений Вольтерра третьего рода в пространстве непрерывных функций. Обоснован метод регуляризации 

лаврентьевского типа, доказана сходимость регуляризованного решения к точному решению по равномерной 

метрике и единственность решения уравнения в пространстве непрерывных функций.  
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Abstract. In this work, questions of regularization of nonlinear two-dimensional Volterra integral equations 

of the third kind in the space of continuous functions are studied. The method of regularization of the Lavrentiev type 

is substantiated, the convergence of the regularized solution to the exact solution with respect to the uniform metric 

and the uniqueness of the solution of the equation in the space of continuous functions are proved. 
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В работах [1-3, 10] исследованы вопросы регуляризируемости интегральных 

уравнений Вольтерра третьего рода. В [1,5-8] одним из существенных условий для 

построения регуляризированных уравнений, которые обладают свойством вольтерровости 

и относятся к методам лаврентьевского типа [9, C.49] является свойство монотонности 

известной функции р(х) при искомой функции вне интеграла. Целью данного исследования 

является изучение возможности распространение метода регуляризации лаврентьевского 

типа на случай интегральных уравнений Вольтерра третьего рода с двумя независимыми 
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переменными и оператором умножения на непрерывную функцию 𝑝(𝑥, 𝑦), которая является 

неубывающей либо невозрастающей по х функцией при всех 𝑦 из заданного отрезка. 

Рассмотрим линейное интегральное уравнение Вольтерра третьего рода  

 (1) 

где известные функции 𝑝(𝑥, 𝑦), 𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑠), 𝑄0(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏, 𝑢), 𝑔(𝑥, 𝑦) подчиняются условиям: 

𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑠) ∈ 𝐶(𝐷0), 𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑥) ≥ 0, 𝐷0 = {(𝑥, 𝑦, 𝑠)/0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑐}; 

 𝐺(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑑1 > 0, 𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝐶0𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑥), 0 < 𝑑1, 𝐶0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 

𝑄0(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏, 𝑢) ∈ 𝐶(𝐷1 × 𝑅), 𝐷1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏)/ 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,   0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑦 ≤ 𝑐},  

𝑄0(𝑥, 𝑦, 𝑥, 𝜏, 𝑢) = 0, 𝑔(𝑥, 𝑦),   𝑝(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷), 𝐷 = [0, 𝑏] × [0, 𝑐].  

Пусть 𝐼- тождественный оператор, 𝐽- оператор Волтерра: 𝐽𝑣 = ∫ 𝑣(𝑠, 𝑦)𝑑𝑠.
𝑥

0
 Действуя 

оператором 𝐼 + 𝐶0𝐽 на уравнение (1) получим уравнение вида 

    (2) 

где 

  𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑠) = 𝐾(𝑠, 𝑦, 𝑠) − 𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑠) − 𝐶0 ∫ 𝐾(𝜈, 𝑦, 𝑠)𝑑𝜈
𝑥

𝑠
,   

𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏, 𝑢(𝑠, 𝜏)) = −𝑄0(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏) − 𝐶0 ∫ 𝑄0(𝑣, 𝑦, 𝑠, 𝜏, 𝑢(𝑠, 𝜏))𝑑𝜈
𝑥

𝑠
,  

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦) + 𝐶0 ∫ 𝑔(𝑠, 𝑦)𝑑𝑠.
𝑥

0
  

Рассмотрим уравнение с малым параметром 𝜀 из интервала (0,1) 

  (3) 

Воспользуемся резольвентой 

−
1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
𝑒𝑥𝑝 (− ∫

𝐺(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

𝑥

𝑠

) 𝐺(𝑠, 𝑦) 

ядра (−𝐺(𝑠, 𝑦)/(𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦))) и, уравнение (3) приведем к следующему эквивалентному 

виду 

 

 (4) 
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Лемма 1. Пусть для всех 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,   0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑦 ≤ 𝑐 функция 𝑣(𝑥, 𝑦) 

неотрицательна и удовлетворяет неравенству 

𝑣(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑐1 + 𝑐2 ∫ 𝑣(𝑠, 𝑦)𝑑𝑠

𝑥

0

+ 𝑐3 ∫ ∫ 𝑣(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠

𝑦

0

𝑥

0

, 

где 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 – постоянные, 𝑐1 > 0, 𝑐2 ≥ 0, 𝑐3 ≥ 0. Тогда  

𝑣(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑐1exp(𝑥(𝑐2 + 𝑐3𝑦)). 

Пусть выполняются следующие условия 

д) 𝑔(0, 𝑦) =  𝑝(0, 𝑦) = 0, 𝑝(𝑥, 𝑦) > 0, ∀𝑥 ∈ (0, 𝑏], ∀𝑦 ∈ [0, 𝑐], 𝑝(𝑥, 𝑦) – 

неубывающая по х функция в области 𝐷; 

ж) 𝑀1 = 𝐶0𝐿𝐾 + 𝐿𝐾1, 𝐿𝐾 = 𝐿𝑖𝑝(𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑠)|𝑥), 𝐿𝐾1 = 𝐿𝑖𝑝(𝐾𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑠)|𝑥), 

|𝑄0(𝑥, 𝑠, 𝑢) − 𝑄0(𝑥, 𝑠, 𝜔) − 𝑄0(𝑦, 𝑠, 𝑢) + 𝑄0(𝑦, 𝑠, 𝜔)| ≤ 𝐿𝑄(𝑥 − 𝑦)|𝑢 − 𝜔|. 

Для оператора (𝐻𝜀𝑢)(𝑥, 𝑦), заданного в виде 

   (5) 

имеет место [1] 

Лемма 2. При выполнении условий а) - д) для 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷) имеет место оценка 

‖(𝐻𝜀𝑢)(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷) ≤ 4(𝑑1𝑒)−1𝜀1−𝛽‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷) + 𝜔𝑢(𝜀𝛽), 

где ‖∙‖С(𝐷) = 𝑚𝑎𝑥
𝐷

|∙|, 𝜔𝑢(𝜀𝛽) = 𝑠𝑢𝑝
|𝑥−𝑠|≤𝜀𝛽

𝑦∈[0,𝑐]

|𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢(𝑠, 𝑦)| ,        0 < 𝛽 < 1. 

Теорема 1. Пусть выполняются условия а) – ж), и уравнение (1) имеет решение 

𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷). Тогда при 𝜀 → 0 решение уравнения (3) равномерно сходится к решению 

уравнения (2). При этом имеет место оценка 

‖𝑢𝜀(𝑥, 𝑦) − 𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷) ≤ 𝑀2 (4(𝑑1𝑒)−1𝜀1−𝛽‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷) + 𝜔𝑢(𝜀𝛽)), 

𝑀2 = exp(𝑏𝑀0(1 + 𝑐)), 𝑀0 = (𝑀1 + 𝐿𝑄)𝑑1
−1(2 + 𝑒−1). 

Доказательство. Положим 𝜂𝜀(𝑥, 𝑦) = 𝑢𝜀(𝑥, 𝑦) − 𝑢(𝑥, 𝑦), где 𝑢(𝑥, 𝑦) – решение 

уравнения (1). Тогда из (5) получим следующее уравнение  

 

   (6) 

Так как 𝑝(𝑥, 𝑦) неубывающая по х в области 𝐷, то при 𝜈 ≤ 𝑥 
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1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
≤

1

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)
, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 . 

Тогда используя условие  𝐺(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑑1, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, для функции 

𝐵𝜀(𝑥, 𝑦) =
1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
∫ 𝑒𝑥𝑝 (− ∫

𝐺(𝜈, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

𝑥

𝑠

𝑑𝜈)
𝐺(𝑠, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝑠, 𝑦)
(𝑥 − 𝑠)𝑑𝑠

𝑥

0

 

получим 

|𝐵𝜀(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑑1
−1 ∫ 𝑒𝑥𝑝 (− ∫

𝐺(𝜈, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

𝑥

𝑠

𝑑𝜈)
𝐺(𝑠, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝑠, 𝑦)
∫

𝐺(𝜈, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

𝑥

𝑠

𝑑𝜈

𝑥

0

𝑑𝑠 = 

|𝑊𝜀(𝑥, 𝑦, 𝑠) = ∫
𝐺(𝜈, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

𝑥

𝑠

𝑑𝜈| = 𝑑1
−1 ∫ 𝑒−𝜌𝜌𝑑𝜌

𝑊𝜀(𝑥,𝑦,0)

0

< 𝑑1
−1 ∫ 𝑒−𝜌𝜌𝑑𝜌

∞

0

= 𝑑1
−1. 

Так как  

|𝐿(𝑥, 𝑦, 𝜈) −  𝐿(𝑠, 𝑦, 𝜈)| ≤ 𝑀2(𝑥 − 𝑠), 

то в силу ж) имеем 

|−
1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
∫ 𝑒𝑥𝑝 (− ∫

𝐺(𝜈, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

𝑥

𝑠

𝑑𝜈)
𝐺(𝑠, 𝑦)

𝜀 + 𝑝(𝑠, 𝑦)

𝑥

0

{∫ 𝐿(𝑠, 𝑦, 𝜈)

𝑠

0

× 

× 𝜂𝜀(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈 − ∫ 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝜈)𝜂𝜀(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

𝑥

0

+ ∫ ∫ 𝑄(𝑠, 𝑦, 𝜈, 𝜏, 𝜂𝜀(𝜈, 𝜏))

𝑦

0

𝑠

0

𝑑𝜏𝑑𝜈 − 

∫ ∫ 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝜈, 𝜏, 𝜂𝜀(𝜈, 𝜏))

𝑦

0

𝑥

0

𝑑𝜏𝑑𝜈} 𝑑𝑠| ≤ 2(𝑀2 + 𝐿𝑄)|𝐵𝜀(𝑥, 𝑦)| {∫|𝜂𝜀(𝜈, 𝑦)|

𝑥

0

𝑑𝑣 + 

 + ∫ ∫|𝜂𝜀(𝜈, 𝜏)|

𝑦

0

𝑥

0

𝑑𝜏𝑑𝜈} ; 

|
1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
𝑒𝑥𝑝 (− ∫

𝐺(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

𝑥

0

) {∫ 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑠)

𝑥

0

𝜂𝜀(𝑠, 𝑦)𝑑𝑠 + 

+ ∫ ∫ 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝜏, 𝜂𝜀(𝑠, 𝜏))𝑑𝜏𝑑𝑠

𝑦

0

𝑥

0

}| ≤ (𝑀2 + 𝐿𝑄)
𝑑1

−1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
∫ 𝐺(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

𝑥

0

× 

× 𝑒𝑥𝑝 (−
1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
∫ 𝐺(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

𝑥

0

) {∫|𝜂𝜀(𝜈, 𝑦)|

𝑥

0

𝑑𝑣  + ∫ ∫|𝜂𝜀(𝜈, 𝜏)|

𝑦

0

𝑥

0

𝑑𝜏𝑑𝜈} ≤ 

≤ (𝑀2 + 𝐿𝑄)𝑑1
−1𝑒−1 {∫|𝜂𝜀(𝜈, 𝑦)|

𝑥

0

𝑑𝑣  + ∫ ∫|𝜂𝜀(𝜈, 𝜏)|

𝑦

0

𝑥

0,

𝑑𝜏𝑑𝜈},  

𝑠𝑢𝑝
𝜌≥0

[𝜌𝑒−𝜌] ≤ 𝑒−1, 𝜌 =
1

𝜀 + 𝑝(𝑥, 𝑦)
𝑒𝑥𝑝 (− ∫

𝐺(𝜈, 𝑦)𝑑𝜈

𝜀 + 𝑝(𝜈, 𝑦)

𝑥

0

). 

В силу полученных оценок из (6) имеем 



|𝜂𝜀(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀0 {∫|𝜂𝜀(𝜈, 𝑦)|

𝑥

0

𝑑𝑣  + ∫ ∫|𝜂𝜀(𝜈, 𝜏)|

𝑦

0

𝑥

0

𝑑𝜏𝑑𝜈} + ‖(𝐻𝜀𝑢)(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷), 

где   𝑀0 = (𝑀2 + 𝐿𝑄)𝑑1
−1(2 + 𝑒−1). 

Отсюда, используя Лемму 2 получим оценку 

|𝜂𝜀(𝑥, 𝑦)| ≤ exp(𝑥𝑀0(1 + 𝑦))‖(𝐻𝜀𝑢)(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷). 

Следовательно, переходя к норме в 𝐶(𝐷) и используя оценку Леммы 2, при 𝜀 → 0, 

получим, что регуляризованное решение  𝑢𝜀(𝑥, 𝑦) → 𝑢(𝑥, 𝑦)  равномерно. Теорема 1 

доказана.  

Следствие 1. При выполнении условий теоремы 1 решение уравнения (1) 

единственно в  С(𝐷). 

Предположим, что  

е) 𝑝(𝑏, 𝑦) = 0, 𝑝(𝑥, 𝑦) > 0, ∀𝑥 ∈ [0, 𝑏), ∀𝑦 ∈ [0, 𝑐], 𝑝(𝑥, 𝑦) – невозрастающая по х 

функция в области 𝐷. 

Лемма 3. При выполнении условий а)-г), е) для функций 𝑢(𝑥, 𝜏) ∈ 𝐶(𝐷),   имеет 

место оценка 

‖(𝐻𝜀𝜐)(𝑥, 𝑦)‖𝐶 ≤ 𝑑2(𝜀р−1(0) + (𝑑1𝜃2𝑒)−1𝜀1−𝛽)‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷0) + 𝑑3𝜔𝜐(𝜀𝛽), 

где 𝑑2 = 4 + 2𝑀0 𝑑3 = 1 + 𝜃2
−1, 𝜃2 = 1 − 𝜃1, 0 < 𝜃1 < 1,  

𝜔𝑢(𝜀𝛽) = 𝑠𝑢𝑝
|𝑥−𝑡|≤𝜀𝛽

|𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢(𝑡, 𝑦)|,     1 2 ≤ 𝛽 < 1.⁄  

Теорема 2. Пусть выполняются условия а)-г), ж-е) и уравнение (1) имеет решение 

𝑢(𝑥, 𝜏) ∈ 𝐶(𝐷). Тогда решение уравнения (3) равномерно сходится к решению уравнения 

(1) при 𝜀 → 0 и имеет место оценка 

‖𝑢𝜀(𝑥, 𝑦) − 𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷) ≤ 

≤ 𝐶2 (𝑑2(р−1(0, 𝑦)𝜀 + (𝑑1𝜃2𝑒)−1𝜀1−𝛽)‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷0) + 𝑑3𝜔𝑢(𝜀𝛽)), 

где 𝑑2, 𝑑3, 𝜔𝑢(𝜀𝛽)  - определяются также как в лемме 1, 0 < 𝐶2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  

Следствие 2. При выполнении условий теоремы 2 решение уравнения (1) 

единственно в 𝐶(𝐷).  
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