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Аннотация: В данной работе изучается краевой задаче со смещением для смешанного параболо-

гиперболического уравнения с оператором дробного порядка в смысле Герасимова-Капуто. Доказана 

теорема существования и единственности сильного решения поставленной задачи. Получена оценка 

решения. Кроме того, доказаны полнота и базисность по Риссу системы корневых функций краевой задачи 

со смещением для параболо-гиперболического уравнения смешанного типа дробного порядка. 
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Abstract: In this paper, we study a boundary value problem with a shift for a mixed parabolic-hyperbolic 

equation with a fractional order operator in the sense of Gerasimov-Caputo. The theorem of existence and uniqueness 

of a strong solution of the formulated problem is proved. An estimate of the solution is obtained. In addition, the 
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1. Введение 

Впервые 1962 году краевая задача для уравнения Лаврентьева-Бицадзе с граничным 

условием, связывающим значения искомой функции на двух независимых характеристиках 

в гиперболической части области, была сформулирована и исследована в работе [1].  

В работах [2]-[3] А.М. Нахушев исследовал нелокальные краевые задачи (задачи со 

смещением) для вырождающегося уравнения гиперболического и смешанного типов. 

Спектральным вопросам дифференциальных операторов и базисности корневых 

функций краевых задач посвящены работы [4-6]. А.С. Бердышев [7] доказал базисность по 

Риссу системы корневых функций краевой задачи со смещением для параболо-

гиперболического уравнения смешанного типа второго порядка.  

Спектральные вопросы краевых задач для параболо-гиперболического уравнения с 

оператором Герасимова-Капуто не изучены. 

В настоящей работе изучается краевой задаче со смещением для смешанного 

параболо-гиперболического уравнения с оператором дробного порядка в смысле 

Герасимова-Капуто. Доказывается базисности системы корневых (собственных и 

присоединенных) функций поставленной задачи. 

 

2. Постановка и разрешимость задачи 

Пусть 2R  - конечная область, ограниченная при 0y   отрезками прямых 

1 1 1 1: 0, : 1, : 1AA x A B y BB x= = = , а при 0y   характеристиками : 0AC x y+ =  и 

: 1.BC x y− = −   

Рассмотрим уравнение 
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а  0c x
D −  интегральный оператор дробного порядка   в смысле Герасимова-Капуто 

[8] и имеет вид: 
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Задача S . Найти решение уравнения (1), удовлетворяющее краевым условиям  
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и на линии измененного типа удовлетворяет условию сопряжения 
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точки пересечения AC  и AB  с 

характеристиками x y t− =  и x y t+ =  соответственно;  - произвольное комплексное 

число.  

Введем обозначения  

     0 10, 0 , 0, 0 , ( , ) : 0 1, 0 .x y x y J x y x y =    =   =   =   

Через 2 ( )lW   обозначим пространство С.Л. Соболева со скалярным произведением 

( , )
l

   и нормой ,
l
 0

2 2( ) ( )W L   −пространство квадратично суммируемых функций. 

Определение 1. Классическим решением задачи S  
назовем функцию 

из класса 

 1 2 2,2

1 0 , 1( , ) : ( , ) ( ) ( ) ( )y x yz x y z x y C C C =       , 

удовлетворяющую краевым условиям (4), (5) и (6) задачи S
 и обращающую 

уравнение (1) в тождество. 

Заметим, что из класса 
1( , ) ( )z x y C   с учетом (3) следует 10 ( )c xD z C  . 

Определение 2. Функцию 2( , ) ( )z x y L   назовем сильным решением задачи S
, если 

существует последовательность функций 1( , )nz x y P , удовлетворяющую краевым 

условиям (4), (5), (6) задачи S
, такая, что последовательности ( , )nz x y

 
и ( , )nLz x y сходятся 

в 2 ( )L 
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Теорема 1. Пусть 0   и при всех k Z  выполнено условие  

2(1 ) ( ) 0,k kГ   − + 

       

(9)

 где n  
- собственные значения 2ctg  =

 
уравнением. 

 Тогда для любой функции 2( , ) ( )g x y L  сильное решение задачи S  существует, 

единственно, удовлетворяет неравенству  

0 0
( , ) ( , ) .z x y c g x y      (10) 

и представимо в виде 

1 1 1 1 1 1( , ) ( , , , ) ( , ) ,z x y K x y x y g x y dx dy


=     (11) 

где 1 1 2( , , , ) ( )K x y x y L  .  

 Теорема 2. Пусть 0   и выполнены условия (9). Тогда система корневых функций 

задачи S  полна и образует базис Рисса в 2 ( )L  . 
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