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рода с вырожденными матричными ядрами но полуоси эквивалентно решению систем линейных 
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1. Введение 

Различные вопросы для интегральных уравнений исследовались в [1 − 15]. В 

частности, в [3] для решения линейных интегральных уравнений Фредгольма первого рода 

построены регуляризирующие операторы по М.М.Лаврентьеву. В работах [5 − 6] для 

систем нелинейных интегральных уравнений Вольтерра третьего рода и для систем 

линейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода доказаны теоремы 

единственности и построены регуляризирующие операторы по М.М.Лаврентьеву. В [7] на 

основе нового подхода исследованы вопросы сушествования и единственности решения 

систем линейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода c особенностью в 

одной точке на конечном промежутке. В работе [8] исследованы вопросы существования и 

единственности решения для неклассических линейных интегральных уравнений 

Вольтерра первого рода. В [9] изучены вопросы регуляризации и единственности решения 

систем линейных и нелинейных интегральных уравнений Вольтерра первого рода. В [10] 

на основе подхода, предложенного в [8], изучен класс интегральных уравнений Фредгольма 

третьего рода на конечном промежутке. В работах [13] и [14] на основе подходов 

предложенных в [7] и [10] разработан улучшенный новый подход исследования систем 

линейных и нелинейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода с 

многоточечными особенностями на конечном промежутке. В [15] изучены вопросы 

существования и единственности решения систем линейных интегральных уравнений 

Фредгольма третьего рода с многоточечными особенностьями на оси.  

В данной работе доказаны теоремы единственности и существования решения для 

систем интегральных уравнений (1). 

Обозначим через 𝐶𝑛[𝑎,∞) − пространство всех 𝑛 - мерных вектор-функций с 

элементи из 𝐶[𝑎,∞), где 𝐶[𝑎,∞) − пространство всех  непрерывных функций на  [𝑎,∞). 

Для векторов  𝑢 = (𝑢1, … , 𝑢𝑛)
𝑇 ,  𝑣 = (𝑣1, … , 𝑣𝑛)

𝑇𝜖 𝑅𝑛 определим скалярное произведение по 

формуле 

< 𝑢, 𝑣 >= 𝑢1𝑣1 +⋯+ 𝑢𝑛𝑣𝑛 . 



Через 𝐿𝑝[𝑎,∞) обозначим пространство всех функций с интегрируемой p-й 

степенью на [𝑎,∞), p> 1. 

Обозначим через  𝐿𝑝,𝑛[𝑎,∞) −пространство всех 𝑛 - мерных вектор-функций с 

элементами из 𝐿𝑝[𝑎,∞). 

2. Системы линейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода 

на полуоси 

Рассмотрим следующие системы интегральных уравнений 

𝑝(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝜆∑ 𝐴𝑗(𝑥) ∫ 𝐵𝑗(𝑦)𝑢(𝑦)𝑑𝑦 + 𝑓(𝑥), 𝑥𝜖[𝑎,∞),
∞

𝑎
𝑚
𝑗=1   (1) 

где 𝑝(𝑥) − известная непрерывная функция на [𝑎,∞), 𝐴𝑗(𝑥) = ( 𝑎𝑖𝑠,𝑗(𝑥)) и  𝐵𝑗(𝑥) = ( 𝑏𝑖𝑠,𝑗(𝑥)) 

- 𝑛 × 𝑛 − мерные известные непрерывные матричные функции на [𝑎,∞) (𝑗 = 1, … ,𝑚), 

𝑓(𝑥) = (𝑓𝑖(𝑥))  −  𝑛 −  мерная известная непрерывная вектор-функция на [𝑎,∞), 𝑢(𝑥) =

(𝑢𝑖(𝑥))  −  𝑛 −   мерная неизвестная непрерывная вектор-функция на [𝑎,∞), 𝜆 − 

действительный параметр,  𝑝(𝑥𝑙) = 0, 𝑥𝑙 𝜖[𝑎,∞), 𝑙 = 1, 2, … , 𝑘. 

Всюду будем предполагать, что 

𝑝(𝑥) = ∏ 𝑝𝑙(𝑥),
𝑘
𝑒=1  𝑝𝑙(𝑥𝑙) = 0,  𝑝𝑙(𝑥) 𝜖  𝐶(𝑅),    (2) 

𝑝𝑙(𝑥) ≠ 0 при 𝑥 𝜖 𝑅 и 𝑥 ≠ 𝑥𝑙 , 𝑙 = 1,… , 𝑘. 

Предположим выполнения следующих условий: 

а) Для всех 𝑙 = 1,… , 𝑘, и 𝑗 = 1,… ,𝑚   𝐴𝑙,𝑗(𝑥) =  ( 𝑎𝑖𝑠,𝑙𝑗)  − являются непрерывными 

матричными функциями на 𝑅, 𝑎𝑖𝑠,𝑘𝑗(𝑥) ∈ 𝐿𝑝[𝑎,∞), 

𝑝 > 1, 𝑏𝑖𝑠(𝑥) ∈ 𝐿𝑞[𝑎,∞),
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, ( 𝑖, 𝑠 = 1,… , 𝑛, 𝑗 = 1, … ,𝑚) где 

𝐴0,𝑗(𝑥) = 𝐴𝑗(𝑥), 𝐴𝑙,𝑗(𝑥) =
1

𝑝𝑙(𝑥)
[𝐴𝑙−1,𝑗(𝑥) − 𝐴𝑙−1,𝑗(𝑥𝑙)], 𝑥𝜖[𝑎,∞); 

б) Для всех 𝑙 = 1,… , 𝑘  𝑓𝑙(𝑥) = (𝑓𝑖,𝑙(𝑥)) − функции являются непрерывными 

функциями на [𝑎,∞), 𝑓𝑖,𝑘(𝑥) ∈ 𝐿𝑝[𝑎,∞), (𝑖 = 1,… , 𝑛) где 

𝑓0(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑓𝑙(𝑥) =
1

𝑝(𝑥)
[𝑓𝑙−1(𝑥) − 𝑓𝑙−1(𝑥𝑙)], 𝑥 𝜖 [𝑎,∞). 

Теорема. Пусть выполняются условия (2), а) и б). Тогда 

1) если система линейных алгебраических уравнений 

{
  
 

  
 

𝜆∑ 𝐴𝑗(𝑥1)𝑐𝑗 + 𝑓(𝑥1) = 0,𝑚
𝑗=1

𝜆∑ 𝐴1,𝑗(𝑥2)𝑐𝑗 + 𝑓1(𝑥2) = 0,
𝑚
𝑗=1

…………………………………
  𝜆 ∑ 𝐴𝑘−1,𝑗(𝑥𝑘)𝑐𝑗 + 𝑓𝑘−1(𝑥𝑘) = 0,                    𝑚

𝑗=1

 

𝑐𝑖 = ∫ 𝐵𝑖(𝑦)[
∞

𝑎
𝜆 ∑ 𝐴𝑘,𝑗(𝑦)𝑐𝑗 +

𝑚
𝑗=1 𝑓𝑘(𝑦)]𝑑𝑦, 𝑖 = 1,… ,𝑚,

    (3) 

относительно неизвестных векторов 𝑐1, 𝑐2… , 𝑐𝑚 имеет единственное решения, то система 

интегральных уравнений (1) в пространстве 𝐶𝑛[𝑎,∞) ∩  𝐿𝑝,𝑛[𝑎,∞), 𝑝 > 1 имеет 

единственное решение представимое в виде 

𝑢(𝑥) = 𝜆 ∑ 𝐴𝑘,𝑗(𝑥)𝑐𝑗 + 𝑓𝑘(𝑥),
𝑚
𝑗=1  𝑥 𝜖 [𝑎,∞);    (4) 

2) если система линейных алгебраических уравнений (3) несовместимы, то 

интегральное уравнение (1) в пространстве  𝐿𝑝,𝑛[𝑎,∞), 𝑝 > 1  не имеет решения; 

3) если система линейных алгебраических уравнений (3) имеет бесконечное число 

решений зависящий от 𝑞  параметров, то интегральное уравнение (1) в пространстве 

𝐶𝑛[𝑎,∞) ∩ 𝐿𝑝,𝑛[𝑎,∞), 𝑝 > 1  имеет бесконечное число решений зависящих от  𝑞 



параметров. В этом случае, общее решения системы (1) определяется по формуле 

(4).   

Доказательство. Сначала, пусть 𝑢(𝑡) 𝜖 𝐶𝑛[𝑎,∞) ∩  𝐿𝑝,𝑛[𝑎,∞) является решениям 

систем интегральных уравнений (1). Тогда, полагая 𝑥 = 𝑥1  из (1) имеем 

𝜆∑ 𝐴𝑗(𝑥1) ∫ 𝐵𝑗(𝑦)
∞

𝑎
𝑢(𝑦)𝑑𝑦 + 𝑓(𝑥1) = 0,

𝑚
𝑗=1     (5) 

Вычитая (5) из (1) получим 

∏𝑝𝑙(𝑥) 𝑢(𝑥)

𝑘

𝑙=1

 = 𝜆∑[𝐴𝑗(𝑥) − 𝐴𝑗(𝑥1)]∫ 𝐵𝑗(𝑦)

∞

𝑎

𝑢(𝑦)𝑑𝑦 + 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥1).

𝑚

𝑗=1

 

Отсюда учитывая условия а) и 

∏ 𝑝𝑙(𝑥) 𝑢(𝑥)
𝑘
𝑙=2 =   𝜆 ∑ 𝐴1,𝑗(𝑥) ∫ 𝐵𝑗(𝑦)

∞

𝑎
𝑢(𝑦)𝑑𝑦 + 𝑓1(𝑥),

𝑚
𝑗=1  𝑥 𝜖 [𝑎,∞).   (6) 

Если 𝑘 = 1, то 

∏𝑝𝑙(𝑥) = 1,

𝑘

𝑙=2

 𝑥 𝜖 [𝑎,∞).  

В случае, когда 𝑘 ≥ 2  полагая   𝑥 = 𝑥2  из (6) имеем 

𝜆∑ 𝐴1,𝑗(𝑥2) ∫ 𝐵𝑗(𝑦)
∞

𝑎
𝑢(𝑦)𝑑𝑦 + 𝑓1(𝑥2) = 0.  

𝑚
𝑗=1     (7) 

Вычитая (7) из (6) и учитывая условию а) и б) получим 

∏ 𝑝𝑙(𝑥) 𝑢(𝑥) =
𝑘
𝑙=3   𝜆 ∑ 𝐴2,𝑗(𝑥) ∫ 𝐵𝑗(𝑦)

∞

𝑎
𝑢(𝑦)𝑑𝑦 + +𝑓2(𝑥),

𝑚
𝑗=1  𝑥 𝜖 [𝑎,∞).   (8) 

Если 𝑘 = 2, то 

∏𝑝𝑙(𝑥) = 1,

𝑘

𝑙=3

 𝑥 𝜖[𝑎,∞). 

В случае, когда 𝑘 ≥ 3, продолжая этот процесс убедимся, что решение систем 

уравнений (1) 𝑢(𝑥) удовлетворяют условию (3) и определяется по формуле (4). 

Наоборот, пусть 𝑢(𝑥) 𝜖 𝐶𝑛[𝑎,∞) ∩  𝐿𝑝,𝑛[𝑎,∞) определяется по формуле (4) и 

удовлетворяют условию (3). Умножая (4) на 𝑝𝑘(𝑥) и в силу (3) получим 

𝑝𝑘(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝜆∑ 𝐴𝑘−1,𝑗(𝑥)𝑐𝑗 + 𝑓𝑘−1(𝑥),
𝑚
𝑗=1  𝑥 𝜖[𝑎,∞).    (9) 

Далее умножая  (9) на 𝑝𝑘−1(𝑥) и учитывая условию (3) получим 

𝑝𝑘−1(𝑥) 𝑝𝑘(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝜆∑ 𝐴𝑘−2,𝑗(𝑥)𝑐𝑗 + 𝑓𝑘−2(𝑥),
𝑚
𝑗=1  𝑥 𝜖[𝑎,∞).  (10) 

Продолжая этот процесс по отношению к системе (10) и учитывая условие (3) 

убедимся, что 𝑢(𝑡) является решением систем интегральных уравнений (1). Теорема 

доказана. 

Пример. Рассмотрим системы интегральных уравнений (1) при n=2, m=1, k=2, 𝑎 =

0, 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 3, 𝑝1(𝑥) = 𝑥,  𝑝2(𝑥) = 𝑥 − 3, p> 1, 

𝐴1(𝑥) = (
𝑥    1

0    3 − 𝑥
) ,  𝐵1(𝑦) = (

𝑒−𝑦    0

0     𝑒−𝑦
), 

𝑓(𝑥) = (
𝛼𝑥(𝑥 − 3)𝑒−𝑥  + β𝑥 + µ

𝛽1𝑥 + µ1
), 

где 𝜆,  𝛼, 𝛽, µ, 𝛽1, µ1 − действительные параметры, 𝜆 ≠ 0. Тогда 

𝐴1,1(𝑥) =  (
1    0

0   − 1
) ,  𝐴2,1(𝑥) =  (

0    0

0    0
), 

 𝑓1(𝑥) = (
𝛼(𝑥−3)𝑒−𝑥 +β

𝛽1
),  𝑓2(𝑥) = (

𝛼𝑒−𝑥

0
), 𝑥 𝜖[0,∞). 



Далее из (4) имеем 

𝑢1(𝑥) = 𝛼𝑒−𝑥, 𝑢2(𝑥) = 0,  𝑥 𝜖[0,∞).     (11) 

В этом случае система (3) записываются в следующим виде: 

𝜆 (
0    1

0   3
) (
с11
с12
) + (

µ

µ1
) = (

0

0
), 

𝜆 (
1    0

0  − 1
) (
с11
с12
) + (

𝛽

𝛽1
) = (

0

0
), 

(
с11
с12
) = (

0,5𝛼

0
). 

Отсюда, получим: 

1) Пусть 𝜆 ≠ 0,  β = −0,5 α𝜆, µ = 0, 𝛽1 = 0 , µ1 = 0. Тогда система интегральных 

уравнений (1) имеет единственное решение в пространстве 𝐶2[0,∞) ∩  𝐿𝑝,2[0,∞), p >

1,  определяемое в виде (11). 

2) Пусть 𝜆 ≠ 0  и нарушается хотя бы  один из следующих равенств:  

 β = −0,5α𝜆, µ = 0, 𝛽1 = 0 , µ1 = 0.   Тогда система интегральных уравнений (1) 

не имеет   решение в пространстве 

   𝐶2[0,∞) ∩  𝐿𝑝,2[0,∞), p > 1. 
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