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Аннотация. В работе для уравнения третьего порядка с кратными характеристиками 

рассмотрена краевая задача в трехмерном пространстве в полуограниченной области. Единственность 

решения поставленной задачи доказана методом интегралов энергии. Существование решения доказано 

методом разделения переменных. Решение построено явно в виде бесконечного ряда, обоснована 

возможность почленного дифференцирования ряда по всем переменным. 
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Abstract. In this work, the boundary value problem posed for an equation with the third order multiple 

characteristics in a semi-bounded domain in three dimensional space is considered. The uniqueness of a solution of 

the posed problem is proved by the method of energy integral. The existence of the solution is proved by means of the 

method of variables separation. The solution is constructed in form of the exact infinite series, and an opportunity of 

term-by-term differentiation of the series with respect to all variables is justified. 
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1. Введение 

Дифференциальные уравнения в частных производных третьего порядка 

рассматриваются при решении задач теории нелинейной акустики и в гидродинамической 

теории космической плазмы, фильтрации жидкости в пористых средах.  

Дифференциальные уравнения в частных производных третьего порядка изучаются 

многими авторами (см., например, [1-11]). 

В работе [12], учитывая свойства вязкости и теплопроводности газа, из системы 

Навье-Стокса было получено уравнение третьего порядка с кратными характеристиками, 

содержащее вторую производную по времени 
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Это уравнение при  описывает осесимметричный поток, а при  описывает 

плоско - параллельный поток [13]. 

Первые результаты по уравнению третьего порядка с кратными характеристиками 

были получены в работах H. Block [14], E. Del Vecehio[15]. L. Catabriga в работе [16] для 

уравнения  построил фундаментальное решение в виде двойного 

несобственного интеграла и изучил свойства потенциала, решил краевые задачи.  

В работах [17-18] построены фундаментальные решения уравнения третьего порядка 

с кратными характеристиками, содержащие вторые производные по времени, выраженные 

через вырожденные гипергеометрические функции, изучены их свойства, найдены оценки 

при  

2. Постановка задачи 

В области  рассмотрим 

уравнения 

,    (1) 

где – постоянные вещественные числа, и для него исследуем следующую 

задачу.  

Задача . Найти решение уравнения (1) в области  из класса 

, имеющего ограничение первой производной по  по  и 

второй производной по  при , и , удовлетворяющего 

следующими краевыми условиями 

 (2) 

  (3) 

где – граница области ,  – заданная достаточно гладкая функция, 

причем 

 (4) 

Отметим, что в плоскости полуограниченных областях изучены в работах [19-22], а 

в трехмерном пространстве для уравнения второго порядка в работах [23-24] исследованы 

некоторые корректные краевые задачи. А также в работах [25-28] в конечные области 

изучены краевые задачи в трехмерном пространстве. 

3. Единственность решения 

Теорема 1. Если задача  имеет решение, то оно единственно. 
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Доказательство. Предположим, обратное пусть задача  имеет два решения 

 и  Тогда функция  

удовлетворяет уравнению (1) с однородными краевыми условиями. Докажем, что 

 в . 

Для этого уравнения (1) умножим на u, тогда получим 

, или 

  (5) 

Интегрируя тождество (5) по области 

 где , имеем 

 (6) 

Если , то . При этом, учитывая однородные краевые условия 

задачи , т.е. , свойства функции  при  и 

, из (6) получим 

 

Отсюда следует, что  и , тогда  в 

. Поставляя в уравнение (1) имеем . Отсюда,  Из 

условии (3) получим  , тогда, 

, отсюда имеем, что
  

Следовательно,  в 

. В силу последнего, получим  

Теорема 1 доказана. 

4. Существование решения 

Теорема 2. Если функции  и 

выполняются условия согласования (4), то решение задачи  сушествует. 

B

 1 , ,u x y z  2 , , .u x y z      1 2, , , , , ,u x y z u x y z u x y z 

 , , 0u x y z  D

 
3 2 2

3 2 2
0

u u u
uL u u

x y z

   
    

   

   2 2 21
[ ] 0.

2
xx x y y z zu L u uu u uu u uu u

x y z

   
       
   

  , , : 0 , 0 , 0 ,dD x y z x d y q z r       0d 

         

         

         

2

0 0 0 0 0 0

2

0 0 0 0 0 0

2

0 0 0 0

1
, , , , 0, , 0, , , ,

2

1
0, , , , , , ,0, ,0,

2

, , , , , ,0 , ,0 , ,

d

q q qr r r

xx xx x

q r d r d r

x y y

q qd d

z z y

D

u d y z u d y z dydz u y z u y z dydz u d y z dydz

u y z dydz u x q z u x q z dxdz u x z u x z dxdz

u x y r u x y r dxdy u x y u x y dxdy u x y z

  

   

  

     

     

   

 2                                                 , , 0.                                 

d

z

D

dxdydz

u x y z dxdydz



 





d 
dD D

B  1 , 0y z   , ,u x y z x 

 2,y zu u L D

     2 2 2

0 0

1
0, , , , , , 0.

2

q r

x y z

D D

u y z dydz u x y z dxdydz u x y z dxdydz
 

     

 , , 0yu x y z   , , 0zu x y z     , ,u x y z f x

D   0f x    2

1 2 3.f x С х С х С  

 0 0,f     lim lim 0
x x

f x f x
 

 

1 2 30,  0,  0С С С     0.f x   , , 0u x y z 

D Г     1 2, , , , .u x y z u x y z

 
 1

2

,
0 ,0 ,  , 1,3

i j

i j

y z
L y q z r i j

y z


     

 

B



Доказательство. Решение задачи  ищем в виде 

.    (7) 

Поставляя (7) в уравнение (1) и разделяя переменные, относительно функции 

получим уравнение: 

,      (8) 

а для функции - следующую краевую задачу: 

    (9) 

где  - параметр разделения. 

Найдем собственные значения и собственные функции задачи (9). 

Положим 

     (10) 

Подставляя (10) в уравнение (9), разделяя переменные, имеем задачи 

     (11) 

     (12) 

где  и - постоянные, связанные соотношением  . 

Решение задачи (11), (12) имеет следующий вид: 
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С учетом граничных условий, из (13) находим 
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где   собственные значения. 

Тогда, в качестве решения спектральной задачи (11), (12) возьмем функции   
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которые соответствуют собственным значениям 
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Отметим, что система собственных функций (15) задачи (11), (12) является полной 

и ортонормированной в пространстве  и образует там базис [26]. 

Решение уравнения (8) имеет вид: 

 (16) 

где 

 

Далее, по постановке задачи  следует, что 

 

Следовательно, в (16) необходимо считать, что . Тогда функция 

(16) примет вид 

.     (17) 

Теперь, в силу (7) решение задачи  ищем в виде 

  (18) 

Функция, определяемая формальным рядом (18), удовлетворяет условиям (2). 

Считая временно, что ряд в (18) и его производные сходятся равномерно и требуем 

от функции , определяемой рядом (18), выполнения краевых условий (3), 

получим 
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решение задачи . 

Докажем абсолютную и равномерную сходимость ряда (20). Из (20) имеем 

2 2
2

, 2 2
,   , .n m

n m
n m N

q r
 

 
   
 

 2L D

 
,

,

1

2
, 1 , 2 , , 3 , ,

3 3
cos sin ,

2 2

n m
n m

k xk x

n m n m n m n m n m n mX x C e e C k x C k x
  

   
 

2 2

33 3
, , .n m n m n m

n m
k

q r

 
  

   
       

  

B

   , ,lim lim 0.n m n m
x x

X x X x
 

 

2 , 3 , 0n m n mC C 

  ,

, 1 ,
n mk x

n m n mX x C e




B

         0 0 , ,

, 1

, , , , .n m n m

n m

u x y z X x V y z X x V y z




  

 , ,u x y z

  1 1 ,

, 1

2
0, , ( , ) cos cos ,n m

m n

n y m z
u y z y z C

q rqr

 






  

1 ,n mC   1 ,y z

 1 , 1 , 1

0 0

2
, cos cos .

q r

n m n m

n y m z
C y z dydz

q rqr

 
    

1 ,n mC

      ,

0 0 1 ,

, 1

, , , cos cos .n mk x

n m

n m

n y m z
u x y z X x V y z e

q r

 







  

,  и xxx yy zzu u u

D Г   , ,u x y z

B



 (21) 

Интегрируя по частям (19) и принимая во внимание условие (4), получим 
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Учитывая условия на заданные функции, из (21) имеем 

 

где  

Отсюда следует, что ряд (20) сходится абсолютно и равномерно. 

Теперь докажем, что производные ряда (20) входящий в уравнение (1), также 

сходятся абсолютно и равномерно в области . Для этого вычисляем производные 

по  и по , из (20) получим 

 

Оценим полученные равенства и учитывая (22), имеем 

       

где  

Используя неравенства Коши-Буняковского и Бесселя, получим 

 

так как 

 

      ,

0 0 1 ,

, 1

0 1 ,

, 1

, , , cos cos

2
.

n mk x

n m

n m

n m

n m

n y m z
u x y z X x V y z e

q r

M
qr

 













  

 





3 (6)

1 ,

1 , 2 3 3
,

n m

n m

qr

n m






 
  
 

6
(6) 1
1 , 3 3

0 0

2 ( , )
sin sin ,

q r

n m

y z n y m z
dydz

y z q rqr

  





  

 
(6)

1 ,

0 1 3 3
, 1

, , ,
n m

n m

u x y z M M
n m





   

0 1, 0.M M const 

D Г 
y z

,

,

22
2

1 ,2
, 1

22
2

1 ,2
, 1

2
cos cos ,

2
cos cos .

n m

n m

k x

n m

n m

k x

n m

n m

u n y m z
n e

y q q rqr

u n y m z
m e

z r q rqr

  


  












 
   

  

  
   

  





(6)2
1 ,

22 3
, 1

,
n m

n m

u
M

y nm











(6)2
1 ,

32 3
, 1

,
n m

n m

u
M

z n m











2 2

2 1 3 1,  .M M M M
q r

    
    

  

22
2

(6) (6)

2 1 , 2 12 3
, 1 , 1

1
,n m

m n n m

u
M M

y nm
 

 

 

  
   

  
 

22
2

(6) (6)

3 1 , 3 12 3
, 1 , 1

1
,n m

m n n m

u
M M

z n m
 

 

 

  
   

  
 

 2

2 2
2 2

(6) (6)

1 , 1 2 32 20 ,0
, 1 1 1

1 1
,  ,  ,  , 0.

6 6
n m L y q z r

n m n m

M M const
n m

 
 

  

   
  

      



Следовательно, ряд, соответствующий функции ,  сходится абсолютно и 

равномерно. Абсолютная и равномерная сходимость третьей производной по x ряда (20) 

следует из  и доказанного выше. 

Теорема 2 доказана. 
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