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Аннотация. В настоящей статье исследуется одна краевая задача для параболо-гиперболического 

уравнения четвертого порядка в смешанной области с тремя линиями изменения типа. Доказана теорема 

существования и единственности решения этой поставленной задачи. В ходе доказательства этой 

теоремы применены методы построения решения, дифференциальных и интегральных уравнений, а также 

метод продолжения.  
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Краевые задачи для уравнений третьего, четвертого и высокого порядков параболо-

гиперболического типа интенсивно изучались со второй половины прошлого века. 

Краевые задачи для таких уравнений изучены, в основном, в работах  [1], [2] и др. 

После этого началось исследование ряд различных краевых задач для таких 

уравнений в различных областях с двумя и тремя линиями изменения типа {см. [3]-[19]}. 

В настоящей статье в пятиугольной области  плоскости  ставится и 

исследуется одна краевая задача для параболо-гиперболического уравнения четвѐртого 

порядка вида  
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;    (10) 

;     (11) 

4) удовлетворяет следующим условия склеивания на линиях изменения типа:  
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нормаль к прямой  или , а , , 
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, , , ,  то задача-1 

допускает единственное решение. 

Доказательство. Теорему докажем методом построения решения. Для этого 

уравнение (1) перепишем в виде  

,   (23) 
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где введено обозначение , причем функции 

 неизвестные пока достаточно гладкие функции.  
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, удовлетворяющее условиям (12), (13) представляется в виде 

 

.  (25) 

Подставляя (25) в условия (9) и (10) после упрощений, имеем 

, (26) 

 

.     (27) 

Из (26) и (27), находим 

 

, 

 

. 

В первом из этих равенств меняя аргумент  на , а во втором – аргумент 

 на , получим  

 

,  (28) 

   1 31 1     1 31 1        2 2 21 1 0           3 1 12 0 2   

     1 1 11 12 2 2 1, ,xx yu u y b x a y x y G     

       , , , , 1,4i iu x y u x y x y G i  

     1 2 2 2, 1,4i iy b x a y i   

2G

 2i 

       2

1 1
,

2 2

x y

x y

u x y T x y T x y N t dt





        

     22 2 2 21

0 0

1

2

y x y y

x y

d b a d y d





        
 

 

     

      21 22 2 2 2 41 2 , 1 1 2x b a x a x x          

          2 2
22 2 2 2 21 5

2 2

1 2 2 1 2 1
b a

b a x a x x T N
b a

  


           


 2
22

2 2

2
1 , 1 1 2

b
x

b a
    



       2 2
21 4 5 4

2

2
1 2

2

b a
x x x x

b
   

 
       

 

     2 2
22 2

2

1 1 , 1 1 2
b a

T N b x
b




           

      2 2
22 2 2 2 5 4

2

2

2

b a
b a x a x x

b
  

 
     

 

     2 2
22 2

2

1 1 , 1 1 2
b a

T N b x
b




           

1 x  y

 2 2 2b a x a  2 2b x a y

       2 2
21 4 5 4

2

2
2 1 1 1

2

b a
y y y y

b
   

 
           

 

     2 2
22 2

2

1 1 , 3 2 0
b a

T N b y
b




           



120 
 

 

. (29) 

Слагая (28) и (29), имеем 
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b a b x a y b a b x a yb a

b b a b a
 
         

      
      

     2 2 2 2
22 2 2 2 2

2

3
1 1 , 2

2

b a b a
T N b b x a y b

b


 
           

    2 2 2
21 22 2 2 6

2 2

2
2

b x a y a
y b x a y

b a
  

  
     

 

 
 2 2 2 22 2

5 5

2 2 2

1
b a b x a yb a

y
b b a

 
    

      
   

 
 2 2 2 22 2 2

4 4 2 2 2

2 2 2

2 3
1 , 3 2 0, 2

2

b a b x a ya b a
y y b x a y b

b b a
 
     

            
   

 T x  N x

     1 , 1 2T x N x x x     

      

2

2

1 1 21 22 2 2 2

0

2

2

x

x
x b x b a d      




 
        

 

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При  уравнение (31) имеет вид 

,    (32) 

б) При  – 

,    (33) 

в) а при  – 

.    (34) 

Далее, подставляя (25) в (7), получим соотношение 

,    (35) 

где . 

А подставляя (25) в (8), имеем 

,    (36) 

где . 

Из (33) и (35) находим функции  и : 

,  .  (37) 

Интегрируя первое из (37) от  до , находим 

. 

Далее, из (34) и (36) находим функции  и : 

,  .  (38) 

Интегрируя первое из (38) от  до , находим 

. 

Теперь  переходя в уравнении (24) , к пределу при , в силу (12) и (14) 

получим соотношение между неизвестными функциями  и : 

.    (39) 

Далее, применяя оператор  к уравнению (23) и устремляя  к нулю, 

получим еще одно соотношение между неизвестными функциями ,  и : 

0 1x 

     1 1 1 , 0 1x x x x      

1 0x  

     2 2 1 , 1 0x x x x       

1 2x 

     3 3 1 , 1 2x x x x      

     2 2 1 , 1 0x x x x       

      
1

1 2 21 22 2 2 2

0

1

2

x
x

x b x b a d      
 

 
        

 


     3 3 2 , 1 2x x x x      

      
1

2 3 21 22 2 2 2

0

1

2

x
x

x b x b a d      
 

 
        

 


 2 x   2 x

     2 1 1

1

2
x x x            2 1 1

1

2
x x x     

1 x

       2 1 1 2

1

1
1

2

x

x t t dt   


     

 3 x   3 x

     3 1 2

1

2
x x x            3 1 2

1

2
x x x     

2 x

       3 1 2 1

2

1
2

2

x

x t t dt       

 2i  0y 

 1 x  1 x

       1 1 21 220x x x     

2 2a b
x y

 


 
y

 1 x  1 x  1 x
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.   (40) 

Исключая из (32), (39) и (40) функции  и , затем интегрируя полученное 

уравнение дважды от  до , имеем 

, 

где , а , ,  

неизвестные пока постоянные. 

Теперь решая последнее уравнение при условиях 

, , 

, , 

находим функцию : 

, 

где  

, , 

 

, 

. 

Тогда будут известными и функции , , .  

Переходя в уравнениях (24)  и (24)  к пределу при  с учетом 

условий (12), (14) и производя замену , находим  

. (41) 

Теперь переходим к рассмотрению задачи в области . Сначала рассмотрим 

следующую вспомогательную задачу: 

 

         2 1 2 1 2 1 2 1 2 11 0a x b x a x b x b          

 1 x  1 x

0 x

        22
1 1 2 11 1 20 , 0 1

2

b
x x x x k x k x          

           2
2 1 1 21 22 2

2 2 0 0

0

x x
b

x x t dt x t b t dt
b a

    
 

         
   11 0 1k 2k 

       
0

1 1 1 2

1

1
0 1

2
t t dt   



           1 1 1

1
0 0 0

2
      

       
2

1 1 1 2

1

1
1 2

2
t t dt             1 1 2

1
1 1 1

2
      

 1 x

         
2

1 2 2 11 1 2 3

0

0 1 1 1
2

x

x t x x x xx
x e t dt b e x k e x k e k e    

           
 



     
0

3 1 1 2

1

1
1

2
k t t dt  



           2 1 1 2 3

1
0 0 0

2
k k       

 
 

        
1

1

11 1 2 2 2

2 0

2 2
0 1 1 1 2

3 2

te
e e t dt

b e
    

 
          



      
2

1 1 2 2 3

1

1
2 1

2

e
e t t dt k k e  


        




             
2

2
1 1 2 2 1 1 2 2 11

1

1 1
1 1 1 2 0

2 2 2

b
k t t dt k                   

 1 x  1 x  2 ,u x y

 2i   3i  0y 

2 2x b x a y

       32 2 2 22 2 2 21 31 2 2 20 0 , 0b x a y b x a y b b x a y           

3G

       

       

               

3 3 31 31 22 2 2 21

3 2 3 2

3 2 3 4 3 6 3 4

0 0 ,

,0 , ,0 , 2 1,

1, , 1, , 1, , 0, , 0 1,

xx yy

y

x xx

u u y b x a y

u x T x u x N x x

u y y u y y u y y u y y y

  

   

     


    


        
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где функции , ,  определяются следующим образом: в 

промежутке  функции ,  имеют вид: , , 

функция  при  имеет вид: 

, а в промежутках  и  

функции ,  и в промежутках  и  

функция  пока неизвестны.  

Решение этой задачи, удовлетворяющее всем условиям кроме условий 

,  будем искать в виде 

,   (42) 

где решение задачи 

   (43) 

решение задачи 

   

(44) 

решение задачи 

    

(45) 

Методом продолжения находим решения задач (43)-(45). Они имеют вид 

,   (46) 

,   (47) 

.   (48) 

где 

 

 2T x  2N x    22 2 2 21 0b x a y   

01  x  2T x  2N x    2 2T x x    2 2N x x

   22 2 2 21 0b x a y    2 2 2 0b b x a y   

       22 2 2 21 22 2 2 210 0b x a y b x a y        12  x 10  x

 2T x  2N x 2 2 2 22b b x a y b     2 2 20 b x a y b  

   22 2 2 21 0b x a y   

       3 4 3 61, , 1,x xxu y y u y y    

       3 31 32 33, , , ,u x y u x y u x y u x y  

 31 ,u x y 

     

       
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xx yy

y

u u
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u y y u y y y 

 


    


    
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   
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y
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   
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    
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0

1
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2
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


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
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 

   

 
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4 2

2 1 2 , 2 1,
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2 , 0 1,

x x x
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 



 
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   

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А функция  определяется следующим образом. Первые два 

условия задачи (45) выполняются автоматически для функции (48). Удовлетворяя третье 

условию, находим 

 

.   (49) 

Дифференцируя (49), получим 

 

.    (50) 

Далее, удовлетворяя четвертое условие задачи (45), имеем 

 

.  (51) 

Дифференцируя (51), находим 

.(52) 

Подставляя (46), (47), (48) в (42), получим 

 

. (53) 

Дифференцируя (53) по  дважды, имеем 

 

 

,   (54) 

 
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     
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. (55) 

Полагая в (54)  в силу условия , после длинных 

вычислений, имеем 

 

 

 
    

 
   2 2

22 2 21 22 2 2 21

2 2 2 20 0

1 0 0
2 2

y y
b a

b z dz b a z dz
b a b a

                 . (56) 

Дифференцируя (56), после некоторых выкладок, находим 
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. (57) 

Подставляя (55) в условие (5), приходим к соотношению 
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Подставляя (57) в (58), находим 

 

.    (59) 

Подставляя последнее равенство в (50), имеем 

 

.   

 (60) 

А подставляя (59) и (60) в (57), находим 
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Далее, полагая в (54) , после некоторых вычислений, получим первое 

соотношение между неизвестными функциями  и : 
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,   (62) 

где 

 

. 

Теперь переходя в уравнениях (23) и  

  
(63) 

к пределу при  в силу условий (15) и (17), находим 

,   (64) 

,   (65) 

где положено  причем  

А переходя в уравнении (23) к пределу при , находим 

.    (66) 

Дифференцируя уравнения (23) и (24)  по  и полагая в полученных 

уравнениях  в силу условий (16), (18), получим 

,    (67) 

.    (68) 

Исключая из (64), (65) функцию , а из (67), (68) функцию  после 

некоторых выкладок, находим 

 

,  (69) 

, 

Интегрируя последнее уравнение от  до  и подставляя (62) в полученное 

равенство, находим 

 

.  (70) 

А подставляя (70) в (69), получим 

,  (71) 

где 
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. 

В (70) меняя аргумент  на , имеем 

, (72) 

где  

 

. 

Таким образом, мы нашли следующие соотношения:  

 

 (73) 

  (74) 

где 

, , 

, 

а  – известное число. 

Теперь переходим к рассмотрению задачи в области . Переходя в уравнениях 

(24)  и (24)  к пределу при  с учетом условий (12), (14) и производя 

замену , находим 

, (75) 

здесь введено обозначение  

Далее, переходя в уравнениях (24)  и (23) к пределу при , имеем 

, 

.   (76) 

Из этих равенств находим 

.  (77) 

Дифференцируя уравнения (24)  и (23) по  и устремляя  к единице, 

получим 
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, 

. 

Исключая из этих равенств функцию , находим 

. 

Интегрируя это равенство от  до , имеем 

 

.   (78) 

Подставляя (78) в (77), получим 

 

. (79) 

В (78) меняя аргумент  на , имеем 

 

.  (80) 

Слагая (79) и (80), а также (79) и (75), соответственно получим 

 

, (81) 

 

.(82) 

Теперь сначала рассмотрим следующую вспомогательную задачу: 

 

где функции , ,  определяются следующим образом: в 

промежутке  функции ,  имеют вид: , , 

функция  при  имеет вид: , 

а в промежутках  и  функции ,  и в промежутках 

 и  функция  пока неизвестны.  
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Решение этой задачи, удовлетворяющее всем условиям кроме условия 

, будем искать в виде 

,    (83) 

где решение задачи 

   

(84) 

решение задачи 

   (85) 

решение задачи 

    (86) 

Методом продолжения находим решения задач (84)-(86). Они имеют вид 

,   (87) 

,   (88) 

,   (89) 

где 

 

 

А функция  определяется следующим образом. Первые два условия 

задачи (86) для функции (89) выполняются автоматически. Удовлетворяя третье условие, 

получим 

.          (90) 
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Производя замену переменных в интегралах (90) и дифференцируя полученное 

равенство, после некоторых преобразований в силу (78), находим 

. (91) 

Подставляя (78) в (91), имеем 

 

.(92) 

Далее, удовлетворяя четвертое условие задачи (86), после некоторых 

преобразований, находим 

. (93) 

Подставляя (87), (88), (89) в (83), получим 

 

.  (94) 

Дифференцируя (94) по , имеем 

 

,

 (95) 

Полагая в (95)  в силу условия , после некоторых вычислений 

и преобразований, имеем 

 

 

 

 

. 

Дифференцируя последнее соотношение, после некоторых вычислений и 

преобразований, приходим к дифференциальному уравнению относительно : 
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,  (96) 

где 

 

. 

Решая уравнение (96) при условии , находим 

,   (97) 

где 

,  ,  

. 

Теперь переходим в область . Записывая решение уравнения (23), 

удовлетворяющего условиям (12), (15), (19), в силу (66), (69) и (72), после длинных 

преобразований, имеем 
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Дифференцируя (98) по , затем устремляя  к нулю и к единице, с учетом 

равенств (62) и (97) после длинных вычислений, получим систему интегральных 

уравнений типа Абеля относительно  и : 

, 

, 

где , ,  – известные функции и имеют слабую особенность , 

а , ,  – известные непрерывные функции. 

Применяя обращение Абеля к этим уравнениям, получим систему интегральных 

уравнений Вольтерра второго рода относительно  и : 

, (90) 

, (91) 

где , , , , ,  – известные функции, причем 

, ,  имеют слабую особенность , ,  ,  – 

непрерывные функции, а 

 – 

функции Грина первой и второй краевых задач для уравнения (22). 

Решая систему (90), (91), находим функции  и , тем самым и функции 

, , , , , , . , 

, , . Тогда будут известными и 

функции ,  и . Итак, мы нашли решение поставленной задачи 1 

единственным образом.  
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