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Аннотация. В данной статье исследуются функции Грина для краевых задач Дирихле, Неймана и 

Робена уравнений Пуассона в многомерном единичном шаре. Приведен конструктивный способ построения 

функции Грина для бигармонического уравнения в круге. Также представлена теория сужения и 

расширения операторов, что позволяет описать корректные краевые задачи для бигармонических 
операторов. Основная цель работы — предложить явные формы функций Грина для указанных задач и 

описать корректные условия для этих операторов. Новизна работы заключается в явных конструкциях 

функций Грина для задач Неймана и Робена в многомерных шарах, что ранее не было полностью решено 

для этих случаев. 
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Аннотация. Бул макалада көп өлчөмдүү бирдиктүү шардагы Пуассон теңдемелеринин Дирихле, 

Нейман жана Робен маселелери үчүн Грин функциялары изилденет. Бигармониялык теңдеме үчүн Грин 

функциясын куруунун конструктивдүү ыкмасы келтирилген. Ошондой эле, операторлорду кыскартуу жана 

кеңейтүү теориясы сунушталып, бул бигармониялык операторлор үчүн туура чектештик маселелерин 

сүрөттөөгө мүмкүндүк берет. Иштин негизги максаты – аталган маселелер үчүн Грин функцияларынын 

так формаларын сунуштап, бул операторлор үчүн туура шарттарды сүрөттөө. Изилдөөнүн жаңылыгы 

Нейман жана Робен маселелери үчүн көп өлчөмдүү шарларда Грин функцияларынын так формаларын 

түзүүдө, буга чейин бул маселелер толугу менен чечилген эмес. 

Ачкыч сөздөр: Пуассон теңдемеси, бигармониялык теңдемелер, Дирихле маселеси, Нейман маселеси, Робен 

маселеси, Грин функциясы, операторлордун туура кыскарышы.  
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Abstract. In this paper, we explicitly present Green's functions for Dirichlet, Neumann, and Robin problems 

of Poisson equations in a multidimensional unit ball.A constructive method for constructing the Green function of 

the Dirichlet problem for a biharmonic equation in a circle is given. The theory of operator narrowing and 

expansion is briefly described, and the correct boundary value problems for byharmonic operators are described.  

Key words: Poisson equation, byharmonic equations, Dirichlet problem, Neumann problem, Roben problem, 
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1. Введение 

Необходимость исследования краевых задач для эллиптических уравнений 

продиктована с многочисленными практическими приложениями при теоретическом 

изучении процессов гидродинамики, электростатики, механики, теплопроводности, 

теории упругости, квантовой физики [1,2]. Распределения потенциала 

электростатического поля описываются с помощью уравнения Пуассона. При 

исследовании колебаний тонких пластин малых прогибов возникают бигармонические 

уравнения. 

Настоящая работа посвящена построению функции Грина классических задач 

Дирихле, Неймана и Робена для уравнения Пуассона в многомерном шаре и описанию 

корректных краевых задач для бигармонических операторов. 

Существуют различные способы построения функции Грина задачи Дирихле для 

уравнения Пуассона. Для многих видов областей она построена в явном виде. А для 

задачи Неймана в многомерных областях построение функции Грина является открытой 

задачей. Для шара функция Грина внутренней и внешней задачи Неймана построена в 

явном виде только для двумерном и трехмерном случаев. В общем случае для 

многомерного шара явный вид функции Грина задач Неймана и Робена для уравнения 

Пуассона построены недавно в работах [3,4]. 

Отметим, что в последнее время возобновился интерес к построению в явном виде 

функций Грина классических задач. В работах [5-7] построена в явном виде функция 

Грина задачи Дирихле для полигармонического уравнения в многомерном шаре. В работе 

Г. Бегера [8] с помощью гармонических функций Грина задач Дирихле, Неймана и Робена 

построены функции Грина бигармонических задач Дирихле, Неймана и Робена в 

двумерном круге. Аналогичные результаты в классе неоднородных бигармонических и 

тригармонических функций в секторе были получены в работах [9-12]. Заметим также, что 

построению в явном виде функций Грина задачи Робена в круге, когда параметр в 

граничном условий равен единице посвящена работы [13,14]. Результаты этих работ 

основаны на классической теории интегральных представлений для аналитических, 

гармонических и полигармонических функций на плоскости. 
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Исследованию разрешимости различных краевых задач для бигармонического 

уравнения в многомерном шаре посвящены работы [15-18]. 

Нахождение общих корректных краевых задач для дифференциальных уравнений 

всегда является актуальной задачей. Абстрактная теория сужения и расширения 

операторов берет свое начало с работы Джонфон Нейман[19], в которой был описан метод 

построения самосопряженных расширений симметрического оператора и подробно 

разработана теория расширения симметрических операторов с конечными индексами 

дефекта. Многие задачи для дифференциальных уравнений в частных производных 

приводят к операторам с бесконечными индексами дефекта. 

М.И. Вишик [20,21] рассмотрел расширения минимального оператора, отказавшись 

от его симметричности, и описал области определения расширения, обладающие теми или 

иными свойствами разрешимости. Свои результаты М.И. Вишик приложил к 

исследованию общих краевых задач для общих эллиптических дифференциальных 

уравнений второго порядка. Затем А.В.Бицадзе и А.А.Самарский[22] обнаружили 

корректную задачу, которая несодержится среди задач, описанных М.И. Вишиком. Такого 

типа задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений изучались А.А. 

Дезином [23]. 

В начале 80-х годов прошлого столетия М.О. Отелбаевым и его учениками[24-26] 

была построена абстрактная теория, которая позволяет описать все корректные сужения 

некоторого максимального оператора и отдельно -все корректные расширения некоторого 

минимального оператора, независимо друг от друга, в терминах обратного оператора. Эта 

теория была распространена на случай банаховых пространств [27]. 

Таким образом, данная работа посвящена построению функции Грина 

классических задач Дирихле, Неймана и Робена для уравнения Пуассона в многомерном 

шаре, конструктивному способу построению функции Грина задачи Дирихле для 

полигармонического уравнения в многомерном шаре и описанию корректных краевых 

задач для бигармонических операторов. 

Функция Грина задачи Дирихле, Неймана и Робена для уравнения Пуассона в 

многомерном единичном шаре 

Пусть 2,  nR n - ограниченная область c гладкой границей  .Рассмотрим в 

области   следующую задачу Дирихле для уравнения Пуассона 

,),()(  xxfxu     (1.1) 

,),()(  xxxu       (1.2) 

Классическое решение )()()( 2  CCxu  задачи Дирихле (1.1), (1.2) существует, 

единственно и оно представляется с помощью функции Грина ),( yxGD в следующем 

виде[1] 
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Функция Грина задачи Дирихле(1.1),  (1.2) определяется следующим образом 

,,),(),(  yxyxyxGD     (1.4) 

,,,0),(  xxyxGD     (1.5) 

где  )( yx  - дельта функция Дирака. 

В частности, когда  1:  xRx n
  является единичным шаром, функция Грина 

задачи Дирихле(1.1), (1.2) может быть построена методом отражений и имеет вид 
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фундаментальное решение уравнения Лапласа [2] 
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Наряду с задачей Дирихле, классической и хорошо исследованной является задача 

Неймана для уравнения Пуассона 

,),()(  xxfxu       (1.1) 

.),(
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n
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      (1.7) 

Известно, что решение задачи Неймана (1.1), (1.7) из класса )()( 12  CC  не 

единственно с точностью до постоянного слагаемого. Для существования решения задачи 

необходимо и достаточно выполнения условия  

  
 .0)()( ydSydyyf       (1.8) 

Если решение задачи (1.1), (1.7) существует, то это решение может быть 

представлено в интегральном виде с помощью функции Грина задачи Неймана ),( yxGN  

по формуле [1] 

  
 .)(),()(),()( constdSyyxGdyyfyxGxu yNN    (1.9) 

Подфункцией Грина задачи Неймана(1.1), (1.7) понимают [1] функцию, имеющую 

представление 
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где ),( yxg - гармоническая в области   функция. 

При этом должно выполняться краевое условие 
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Если такая функция Грина ),( yxGN
существует, то из (1.8) и (1.11) следует, что 

функция (1.9) удовлетворяет всем условиям задачи (1.1),(1.7). 

Для единичного шара Функция Грина задачи Неймана представлена в явном виде 

для случаев 2n и 3n  
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где nn yxyxyx  ...),( 11 - скалярное произведение в 
nR  векторов x  и y . 

Функция Грина задачи Неймана (1.1),(1.7) имеет следующее представление[3] 
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где ),(~ yx  выражается тождеством 

 
































1

0

2

1

0
,3,11)2(),(~ n

s

ds

y

y
yxs

s

ds

y

y
yxsnyx

n



 
и они выписываются через элементарные функции 
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  (iv) 

Наряду с задачами Дирихле и Неймана, классической и хорошо исследованной 

является задача Робена (третья краевая задача) для уравнения Пуассона 

,),()(  xxfxu     (1.1) 

,),()(
)(


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xxxau

n

xu
    (1.14) 

Решение задачи Робена (1.1), (1.14) из класса )()( 12  CC  представляется в 

следующем виде 
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Функция Грина задачи Робена (1.1), (1.14) имеет вид [4] 

а) если 0a , то 
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где    и
2
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1
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t
srP







 - ядро Пуассона; 

b) если 0a  и a - нецелое, то 
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(1.17)

 где   1 am  . 

2. Функция Грина задачи Дирихле для бигармонического уравнения в 

многомерном шаре 

Пусть m - натуральные число и в круге  rxxxx  :),( 21 рассмотрим задачу 

Дирихле для бигармонического уравнения 
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,),()(2  xxfxu     (2.1) 
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Классическое решение )()()( 12  mm CCxu  задачи Дирихле (2.1), (2.2) из 

класса существует, единственно и оно представляется с помощью функции Грина 

),(,2 yxG nm  в  следующем виде [2] 
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где 
yn


- внешний нормаль  . 

Функция Грина задачи Дирихле (2.1), (2.2) определяется следующим образом  

,,),(),(2,4

2  yxyxyxG      (2.4) 
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где )( yx   - дельта функция Дирака. 

Теорема 2.1. В случае честного n  при nm 2  функция Грина задачи Дирихле 

(2.4), (2.5) представима в виде  
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Лемма 2.2. В следующих обозначениях для функций 
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имеет место тождество 

 yxZYX ,,222 .     (2.8) 

Данное тождество следует из следующих цепочек равенств 
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Лемма 2.3. Для любых 10  x имеет место разложение [28] 
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также имеет место разложение бином-Ньютона 
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Доказательство теоремы 2.1. В этом случае фундаментальное решение ),(2,4 yx  

разлагаем в ряд с помощью второй и третьей части леммы 
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Отсюда одну слагаемую переносим в левую сторону, тогда получим равенство 

),,(),(),( 2,4

2

2,42,4 yxGyxGyxG   

где 

.

11

),(

,lnln),(

1

22

2

)1(2

2

2

)1(2

1

2)1(2

2,4

222222

2,4


















































k

k
k

k

k
k

k

kk

k

r

x

r

y
rr

y

y
x

r

y

k

ZY
yxG

ZYXXXyxG

 

Так как 
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то в силу равенства  
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Легко проверить, что функция  
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удовлетворяет граничному условию (2.5). 

Согласно лемме 2.1 и последнему равенству, имеем  
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В силу единственности решения задачи Дирихле для бигармонического уравнения, 

функция Грина задачи (2.4), (2.5) является  
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Надо отметить, что в работах[9, 10, 11] построены функции Грина задач Дирихле, 

Неймана, Робина для бигармонических и полигармонических уравнений в круге, 

полукруге, полукольце, треугольнике и в других стандартных плоских областях. 

Результаты  этих  работ основаны на классической теории интегральных представлений 

для аналитических, гармонических и полигармонических функций на плоскости. 

3. Корректные сужения и расширения дифференциальных операторов 

Нахождение общих корректных краевых задач для дифференциальных уравнений 

всегда является актуальной задачей. Абстрактная теория сужения и расширения 

операторов берет свое начало с работы Джон фон Нейман[14], в которой было писан 

метод построения самосопряженных расширений симметрического оператора и подробно 

разработана теория расширения симметрических операторов с конечными индексами 

дефекта. Многие задачи для дифференциальных уравнений в частных производных 

приводят к операторам с бесконечными индексами дефекта. 

М.И. Вишик [15, 16] рассмотрел расширения минимального оператора, 

отказавшись от его симметричности, и описал области определения расширения, 

обладающие теми или иными свойствами разрешимости. Свои результаты М.И. Вишик 

приложил к исследованию общих краевых задач для общих эллиптических 

дифференциальных уравнений второго порядка. Затем А.В.Бицадзе и А.А.Самарский[17] 

обнаружили корректную задачу, которая несодержится среди задач, описанных М.И. 

Вишиком. Такого типа задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений 

изучались А.А. Дезином [18]. 

В начале 80-х годов прошлого столетия М.О. Отелбаевым и его 

учениками[19,20,21] была построена абстрактная теория, которая позволяет описать все 

корректные сужения некоторого максимального оператора и отдельно -все корректные 
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расширения некоторого минимального оператора, независимо друг от друга, в терминах 

обратного оператора. Причем эта теория была распространена на случай банаховых 

пространств и удалось частично отказаться от линейности операторов. Приведем краткое 

содержание этой теории в случае гильбертовыхпространств. 

Пусть в гильбертовом пространстве H линейный оператор L с областью определения 

)(LD  и областью значения )(LR . Ядром оператора L назовем множество 

 .0:)(  LfLDfKerL  

Определение1. Линейный замкнутый оператор L̂  в гильбертовом пространстве H

называется  максимальным, если HLR )ˆ( и  .0ˆ LKer  

Определение2. Линейный замкнутый оператор 0L  в гильбертовом пространстве 

H  называется минимальным, если HLR )( 0  и существует ограниченный обратный 

оператор 1

0

L на ).( 0LR  

Определение 3. Линейный замкнутый оператор L в гильбертовом пространстве H

называется корректным, если существует ограниченный обратный оператор 
1L  

определенный на всем H . 

Определение 4. Оператор L  называется сужением оператора 1L , а оператор 1L

называется расширением оператора  L , и кратко пишут 1LL  , если  

).(,)2

),()()1

1

1

LDffLLf

LDLD




 

Определение 5. Корректный оператор L  в гильбертовом пространстве H  назовем 

корректным сужением максимального оператора L̂  (корректным раcширением 

минимального оператора 0L )  если LL ˆ ).( 0 LL   

Определение 6. Корректный оператор L  в гильбертовом пространстве H  назовем 

граничным корректным расширением, если L является одновременно корректным 

сужением максимального оператора L̂  и корректным расширением минимального 

оператора 0L , т.е. .ˆ0 LLL   

Теорема 3.1. [21]Пусть L̂  максимальный линейный оператор в гильбертовом 

пространстве LH , − известное корректное сужение оператора L̂ и K -произвольный 

линейный ограниченный в H оператор, удовлетворяющий следующему условию 

.ˆ)( LKerKR      (3.1) 

Тогда оператор 1

KL , определенный формулой 

,,11 HfKffLLK       (3.2) 

является обратным к некоторому корректному сужению KL  максимального 

оператора L̂ , т.е. .L̂LK   

Обратно, если 1L  некоторое корректное сужение максимального оператора L̂ , то 

существует линейный ограниченный в H  оператор 1K , удовлетворяющий условию 

(3.1), такой, что выполняется равенство 
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.,1

11

1 HffKfLfL    

Как правило, трудно описать ядро максимального оператора. Поэтому часто 

следующая теорема 3.2 более эффективна, чем теорема 3.1 

Теорема 3.2.  Пусть L̂  –максимальный оператор, L  - известное корректное 

сужение L̂  и K  – непрерывный оператор, действующий из H  в )ˆ(LD  – область 

определения оператора L̂ . Тогда оператор 1

KL , определяемый формулой 

KfLLfLfLK )ˆ( 111        (3.3) 

является обратным к некоторому корректному сужению L̂ , т.е. .L̂LK   

Обратно, любое корректное сужение оператора L̂  представимо в виде (3.3). 

Далее эта теория будет применена для бигармонического оператора. 

4. Корректные краевые задачи для полигармонического оператора в 

многомерном шаре 

В предыдущем разделе была доказана, что краевая задача Дирихле для 

полигармонического уравнения 

 ,:),()(2 rxxxxfxux      (4.1) 
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имеет единственное решение )(xu ,которое имеет интегральное представление 

 ,)(),()( 2,4 dyyfyxGxu D
     (4.3) 

где ),(),( 2,42,4 yxGyxG D  - функция Грина задачи Дирихле из (2.6). 

Заметим, что нулевые краевые условия Дирихле для полигармонического уравнения 

эквивалентны следующим краевым условиям для того же уравнения. 

Теорема 4.1. Функция )(xu , задаваемая формулой (4.3) является решением 

краевой задачи: 

,),()(2  xxfxux      (4.4) 
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С помощью явного вида функции Грина задачи Дирихле [5] для 

полигармонического уравнения (2.1) рассмотрим функцию 
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(4.6) 

где    KxKfxh ),)(()(  некоторый  произвольный оператор, ставящий каждой функций 

  nRrxxxxf  :),(  в соответствие единственную достаточно гладкую функцию 

).(xh  
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На основе теоремы 4.1 и представлений (4.6) мы получим следующую теорему 

Теорема 4.2. Функция )(x  , задаваемая формулой (4.6) является решением 

краевой задачи: 

,),()(2  xxfxx     (4.7) 

    (4.8) 

Теорема 4.3. (о единственности). Решение краевой задачи (4.7), (4.8) единственно. 

Теорема 4.4 (о существовании). Пусть неоднородное полигармоническое 

уравнение (4.7) с некоторыми краевыми условиями при всех допустимых )(xf  имеет 

единственное регулярное решение )(xu .Тогда найдется некоторый оператор К такой, что 

данное решение )(xu  удовлетворяет либо краевым условиям (4.8), где 

.),)(()( 2  xxuKxh x  

Замечание 4.1. Если R обратимый  оператор на всем )(2 L , то граничные условия 

в (4.8) можно записать в виде 

.)()(

,))(()(
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    (4.9) 

Потому для проверки корректности граничной задачи нужно пытаться 

преобразовать граничные условия к виду (4.9). 

Замечание 4.2. Если линейный оператор L -есть корректное сужение 

максимального, то переходя к сопряженным, получаем корректные расширения 

минимального оператора, соответствующего формально сопряженному. Это приводит 

также к классу "нагруженных"уравнений. 

Замечание 4.3. Отметим, что в теореме 3.2 в качестве K можно взять K − 

нелинейные преобразования. 

Другие применения результатов М.Отелбаева в различных разделах теории 

дифференциальных уравнений можно найти в работах [29-32]. 
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