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Аннотация. Доказаны существование единственного решения нелокальной задачи сопряжений в 

прямоугольной области для уравнения в частных производных 3-го порядка, когда при x>0 уравнение 

характеристик имеет 3 кратных корня, а при x<0 имеет 1 простой и 2 кратных корней. Используя 

функции Грина и метод интегральных уравнений, решение задачи эквивалентным образом сводится к 

решению интегрального уравнения Вольтерра 2-го рода со слабым ядром, разрешимость которого 

доказывается методом последовательных приближений. Решение задачи при x>0 строится методом 

функции Грина, а при x<0 методом функции Римана, сведением задачи к решению интегрального уравнения 

Вольтерра 2-го рода. 

Ключевые слова: Дифференциальное уравнение, третий порядок, кратные характеристики, задача 

сопряжения, краевые условия, единственность, существование, функция Грина, интегральные уравнения. 
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Аннотация. 3-даражадагы жекече туундулуу дифференциалдык теңдеме үчүн тик бурчтуу 

областта локалдык эмес маселесинин жалгыз чечиминин бар экендиги далилденет, мында x>0 үчүн 

мүнөздүк теңдеме 3 эселүү тамырга ээ, ал эми x<0 үчүн ал 1 жөнөкөй жана 2 эселүү тамырга ээ. Гриндин 

функциясын жана интегралдык теңдемелер ыкмасын колдонуу менен маселенин чечилиши 2-түрдөгү начар 

ядролуу Вольтерра интегралдык теңдемесин чыгарууга эквиваленттүү келтирилет, анын чечилиши 

удаалаш жакындоо ыкмасы менен далилденет. x>0 үчүн маселенин чечими Грин функциясынын методу 
менен, ал эми х<0 үчүн Риман функциясынын методу менен курулуп, маселенинин чечилиши 2-түрдөгү 

Вольтерра интегралдык теңдемесинин чечимине келтирет. 

Ачкыч сөздөр: Дифференциалдык теңдеме, үчүнчү тартиптеги, эселик мүнөздөмөлөр, 

жабыштыруу маселеси, чектик шарттар, чечимдин жалгыздыгы жана жашашы, Грин функциясы, 

интегралдык теңдеме. 

ON A NONLOCAL PROBLEM FOR A MIXED PARABOLIC-HYPERBOLIC TYPE 

EQUATION OF THIRD ORDER WITH A CONJUGATION LINE 0x   
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Abstract. The existence of a unique solution to a nonlocal conjugacy problem in a rectangular domain for a 

third-order partial differential equation is proved, when for x>0 the equation of characteristics has 3 multiple roots, 

and for x<0 it has 1 simple and 2 multiple roots. Using Green's functions and the integral equation method, the 
solution to the problem is equivalently reduced to solving a Volterra integral equation of the second kind with a 

weak kernel, the solvability of which is proved by the method of successive approximations. The solution to the 

problem for x>0 is constructed by the Green's function method, and for x<0 by the Riemann function method, 

reducing the problem to solving a Volterra integral equation of the second kind. 

Key words: Differential equation, third order, multiple characteristics, conjugation problem, boundary 

conditions, uniqueness, existence, Green's function, integral equations. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Исследование краевых и нелокальных задач, задачи со смещениями, задачи с 

интегральными условиями, прямые и обратные задачи для уравнений в частных 

производных и уравнений смешанного типа второго, третьего и четвертого порядков, 

посвящены многочисленные работы [1 - 29].  

Нелокальная задача с интегральными условиями вида 
( t )

0

u( x,t )dx E( t )



  

для уравнения теплопроводности изучена в работе J.R. Cannon [1].  

На важность исследования нелокальных задач указана в работе А.В.Бицадзе, А.А. 

Самарского [2], где рассматривается обобщения линейных эллиптических краевых задач с 

условием 

(0, ) ( , )u y u y  

В работе Н.И. Ионкина [3] решена краевая задача для уравнения теплопроводности 

с неклассическим краевым условием вида  
1

0
u( x,t )dx ( t ) , 

которая описывает процесс диффузии частиц в турбулентной плазме, а также в процессах 

распространения тепла в тонком нагретом стержне, если задан закон ( ( t ) ) изменения 

общего количества тепла стержня. 

В работах М.В. Стригуна [4], Л.С. Пулькиной, А.Н. Савенковой [5] исследованы 

начально-краевые задачи для гиперболического уравнения с нелокальными граничными 

условиями, содержащим интегралы от искомого решения вида  

1
0

u(0,t ) K ( x )u( x,t )dx 0,   2
0

u( ,t ) K ( x )u( x,t )dx 0  . 

В работе А.И. Кожанова, Г.И. Тарасовой [6] изучена задача Самарского–Ионкина с 

интегральным возмущением для псевдопараболичес-кого уравнения третьего порядка 

вида с нелокальным условием вида 
1

0
u(0,t ) ( t )u(1,t ) N( y )u( y,t )dy, t (0,T )   . 
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В работе Садыбеков М.А., Дилдабек Г., Тенгаева А.А. [7] сформулирована новая 

краевая задача для уравнения смешанного параболо-гиперболического типа с 

нелокальным условием вида 

0 1u( ( t )) (1 )u( ( t )) (1 )u( ( t )), 0 t 1,           

где 0 1

t t t 1 t 1
( t ) ( t ,1), ( t ) ( , ), ( t ) ( , ),

2 2 2 2
   

 
    - произвольное число. 

Классификация нелокальных задач и их классификации для уравнений в частных 

производных, а также многочисленные их применения рассмотрены в работе А.М. 

Нахушева [8]. Обзор нелокальных задач и задачи со смещением для уравнений в частных 

производных приведены в работе А.М. Нахушева [9]. Прямы и обратные задачи для 

уравнений смешанного параболо-гиперболического типа К.Б Сабитова [10]. 

Классификация и приведения к каноническому виду дифференциальных уравнений 

третьего и четвертого порядков с двумя независимыми переменными приведены в работах 

[11], [12]. 

Постановка и исследование разрешимости краевых задач с смещениями, с 

интегральными и нелокальными условиями в настоящее время стала одним важнейших 

разделов теории дифференциальных уравнений в частных производных. Однако, 

нелокальные задачи для уравнений смешанного типа третьего и высокого порядков мало 

исследованы. 

1. Постановка задачи 1. В области 
1D {( x, y ) : x , 0 y h }       

1( , ,h 0 ) , 

рассмотрим уравнения 

1 xxx xy 1L (u ) u u 0, ( x, y ) D D ( x 0 )       ,   (1) 

2 xxy x y 2L (u ) u au bu cu 0, ( x, y ) D D ( x 0 ),           (2) 

где a, b, c  – заданные функции, причем 

x y 2a( x, y ), a ( x, y ), b( x, y ), b ( x, y ), c( x, y ) C( D ) .  (3) 

Задача 1. Найти в области D  функцию u( x, y )  из класса 

1 3,1 2,1

1 2С( D ) C ( D ) [C ( D ) C ( D )]   , удовлетворяющее уравнению (1) в области 
1D  и 

краевым условиям 

1u( , y ) ( y ), 0 y h,        (4) 

xx 2u ( , y ) ( y ), 0 y h,   ,     (5) 

1u( x,0 ) ( x ), 0 x ,        (6) 

удовлетворяющее уравнению (2) в области 2D  и краевым условиям 

1 0 3u( , y ) ( y )u( x , y ) ( y ), 0 y h,         (7) 

2 1u( x,0 ) ( x ), x 0,        (8) 

где 1 2 3 1 2( y ), ( y ), ( y ), ( x ), ( x ), ( y )       – заданные функции, причем 

2 1 2 0 3 1 0 1 1( ) (0 ) ( x ) (0 ), x 0, ( ) (0 )            .  (9) 

Из постановки задачи 1 следует, что на линии x 0  выполняются следующие 

условия склеивания: 

x xy [0,h] : u( 0, y ) u( 0, y ) ( y ), u ( 0, y ) u ( 0, y ) ( y )           ,  (10) 

где ( y )  и ( y )  – пока неизвестные функции, подлежащие определению. 
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2. Соотношение, полученное из области 
1D . Рассмотрим следующую 

вспомогательную задачу. 

Задача 2. Найти в области 1D  функцию 1

1 1u( x, y ) С( D ) C ( D )    
3,1

1C ( D ) ,  

удовлетворяющее уравнению (1), условиям (4), (5), (6) и 

xu (0, y ) ( y ), 0 y h.       (11) 

Интегрируя уравнение (1) в пределах от x  до  получим уравнение 

xx y 1u u ( y ), ( x, y ) D   ,     (12) 

где 
2 1( y ) ( y ) ( y )     – известная функция.  

Тогда, решение задачи 2, удовлетворяющее уравнения (12), краевым условиям (4), 

(6) и (11), имеет вид 

 

y y

1

0 0

y

1 1

0 0 0

u( x, y ) G( x, y;0, ) ( )d G ( x, y; , ) ( )d

G( x, y; ,0 ) d ( )d G( x, y; , )d , ( x, y ) D ,

       

         

   

  

 

  

 (13) 

где G( x, y; , )   – функция Грина, которая представима в виде [32]: 

2 2n

n

2 2

1 ( x 4n ) ( x 4n )
G( x, y; , ) exp exp

4( y ) 4( y )2 ( y )

( x 2( 2n 1) ) ( x 2( 2n 1) )
exp exp .

4( y ) 4( y )

 
 

  

 

 





       
        

     

        
       

    


 

Полагая 0x   в (13) имеем соотношение между функциями ( y )  и ( y )  в виде 

y y

1

0 0

1 ( )
( y ) d N( y, ) ( )d ( y ),

y

 
      

 
   


    (14) 

где 
2 2 2 2 2n

n
n 0

1 4n 4n ( 2n 1)
N( y, ) exp exp exp

y y y( y )


   






 
       

            
          

 

 , 

 
y y

1 1 1

0 0 0 0

( y ) G (0, y; , ) ( )d G(0, y; ,0 ) d ( )d G(0, y; , )d                     . 

3. Построение решение задачи 1 в области 2D . Рассмотрим следующую 

вспомогательную задачу. 

Задача 3. Найти в области 2D  функцию 1 2,1

2 2 2u( x, y ) С( D ) C ( D ) C ( D )   , 

удовлетворяющее уравнению (2) и условиям (8) 

u(0, y ) ( y ), 0 y h,       (15) 

xu (0, y ) ( y ), 0 y h,       (16) 

где ( y ), v( y )  – пока неизвестные функции.  

Решение задачи 3 построим методом функции Римана [13, 14]. Пусть w( x,y; , )   

– произвольная функция, определенная в области 2D {( , ) : x 0, 0 y }          

с границей  

2D MP PA AQ QM     , 



79 
 

где MP {( , ) : x,0 y },        PA {( , ) : x , 0 },        

AQ {( , ) : 0, 0 y h },       QM {( , ) : x 0, y }         (Рис. 1).  

 

 
Рис. 1 – К построению функции Римана 

 

Потребуем, чтобы функция w( x,y; , )   удовлетворяла по переменным ( , )   

уравнению: 
*

2L ( w ) w ( a w ) (b w ) c w 0           (17) 

Рассмотрим тождество 
*

2 2wL (u ) u L ( w ) [ wu w u a wu ] [ w u b wu ] .             (18) 

Пусть ),( yxM  произвольная точка области 2D . Рассмотрим область 

2D {( , ) : x 0, 0 y }          с границей 2D MP PA AQ QM     , где 

MP {( , ) : x,0 y }, PA {( , ) : x , 0 }, AQ {( , ) : 0, 0 y h },                     

QM {( , ) : x 0, y }.        

Интегрируя тождество (18) по области 2D
 имеем 

*
2 2

2 2

D D

[ wL (u ) u L ( w)]d d ( w u b wu )d ( wu w u a wu )d .      






        (19) 

Пусть 
* 2,1 *

2 2w( x, y; , ) С( D ) С ( D )     является решением уравнения (17), 

удовлетворяющая следующим краевым условиям: 

x

x

y

w( x, y; , ) 0, 0 y,

w ( x, y; , ) 1, 0 y,

w( x, y; , ) ( x, y; ), x 0,



 



  

  

    







  

  

  

   (20) 

где ( x, y; )   – определяется как решение задачи Коши: 

w ( x, y; , y ) b( , y )w( x, y; , y ) 0,        (21) 

x x
w( x, y; , y ) 0, w ( x, y; , y ) 1. 

 
 
     (22) 

Очевидно, что решение задачи (21) – (22) существует и единственно.  



80 
 

Методом интегрирования из уравнения (17) получим интегральное уравнение типа 

Вольтерра, допускающее единственное решение: 

 

1 1 1 1

x

y

1 1 1 1 1 1 1 1 1

x

w( x, y; , ) x ( )b( , )w( x, y; , )d

d a( , ) ( )c( , ) w( x, y; , )d .







         

         

    

  



 

  (23) 

Интегрируя тождество (19) по области 
*

2 {( , ) : 0,0 }D x y         и учитывая 

свойства функции w( x, y; , )  , получим решение задачи 3 в виде: 

2 2

y

2

0

y

0

u( x, y ) w ( x, y;0, y ) ( y ) w ( x, y; x,0 ) ( x ) w ( x, y;0,0 ) (0 )

w( x, y;0, y ) ( y ) w( x, y;0,0 ) (0 ) w ( x, y;0, ) ( )d

[ w ( x, y;0, ) a(0, )w( x, y;0, )] ( )]d .

  





  

     

     

   

   

 





 (24) 

Рассмотрим теперь следующую нелокальную задачу для уравнения (2) в области 

2D . 

Задача 4. Найти в области 
2D  функцию 1 2,1

2 2 2u( x, y ) С( D ) C ( D ) C ( D )   , 

удовлетворяющее уравнению (2) и условиям (7), (8) и (15). 

Нетрудно заметить, что для решения задачи 4, достаточно найти функцию ( y ) . 

Используя нелокальное условие (7), из (24) имеем 
y y

1 2 1

0 0

A( y ) ( y ) A( y ) ( y ) B ( y, ) ( )d B ( y, ) ( )d ( y ), 0 y h,                  (25) 

где 1 0A( y ) w( , y;0, y ) ( y )w( x , y;0, y )   , 1 1 1B ( y, ) w ( , y;0, ) a(0, )w( , y;0, )         

0 0( y ) w ( x , y;0, ) a(0, )w( x , y;0, ) ,        

2 1 0B ( y, ) w ( , y;0, ) ( y )w( x , y;0, )      ,  

 

1 3 1 1 2 1 1 0 2

1 0 2 0 0 2 0

( y ) ( y ) w ( , y; ,0 ) ( ) w ( , y;0,0 ) ( y )w ( x , y;0,0 ) (0 )

w( , y;0,0 ) ( y )w( x , y;0,0 ) (0 ) ( y )w ( x , y; x ,0 ) ( x ).

  



    

   

           

   

 

Имеет место 

Лемма 1. Если 

2( , ) : ( , ) 0, ( , ) 0, ( , ) 0, ( ) 0x y D a x y b x y c x y y      ,  (26) 

тогда  

[0, ] : ( ) .y h A y       (27) 

При доказательстве леммы 1 используется свойства функции Римана, которая 

определяется как решение интегрального уравнения Вольтерра 2-го рода (23).  

Используя неравенств (26), из (25) определим 
y

2

0

( y ) ( y ) B( y, ) ( )d ( y ), 0 y h,             (28) 
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где 

y

1 1 1
1 1

10

B ( y, ) B ( , )
B( y, ) R ( y, ) d ,

A( y ) A( )

  
  


      

y

2 1 1 1

0

( y ) ( y ) R ( y, ) ( )d        , 
1R ( y, )  – резольвента ядра 2B ( y, )

A( y )


. 

Исключая ( )y  из (14) и (28), получаем интегральное уравнение Вольтерра 2-го 

рода со слабым ядром относительно ( )y : 

y

0

( y ) K( y, ) ( )d ( y ), 0 y h,            (29) 

где  

y

1 1 1

1

1 1
K( y, ) N( y, ) N( y, ) B( , )d ,

( y ) ( y )

     
   

 
      

   
  

y y

2
2 2

0 0

( )1
( y ) ( y ) d N( y, ) ( )d

( у )

 
      

  
  


  , 

допускающее единственное решение. После определения ( )y , последовательно находим 

( )y , решение задачи 3, 2 и 1. 

Таким образом, доказана следующая основная 

Теорема 1. Если выполняются условия (3), (9), (26), тогда решение задачи 1 в 

области D  существует и единственно. 
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