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Аннотация. В статье рассматривается применение метода разложения в экспоненциальные ряды 

по спектральному параметру для решения задач на собственные значения операторов Штурма-Лиувилля. 

Предложен новый подход к разложению характеристического определителя в экспоненциальные ряды, 

показавший эффективность для вычисления больших собственных значений. Теоретические положения 

подкреплены асимптотическими формулами для собственных значений и собственных функций. 
Обсуждаются практические методы достижения более высокой вычислительной точности. Работа 

основывается на развитии ранее предложенных методов и открывает новые перспективы в численном 

анализе задач математической физики. 
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Аннотация. Макалада Штурм-Лиувилль операторлорунун өздүк маанилерин эсептөөгө 

спектралдык параметр боюнча экспоненциалдык катарларды колдонуу каралат. Характеристикалык 

детерминантты экспоненциалдык катарларга ажыратуунун жаңы ыкмасы сунушталып, чоң өздүк 

маанилерди эсептөөдө эффективдүү экени көрсөтүлдү. Теориялык негиздер өздүк маанилер жана өздүк 

функциялар үчүн асимптотикалык формулалар менен бекемделет. Эсептөөлөрдүн тактыгын жогорулатуу 

үчүн практикалык ыкмалар талкууланат. Бул иш мурдагы ыкмаларды өнүктүрүүгө негизделип, 

математикалык физиканын сандык анализинде жаңы мүмкүнчүлүктөрдү ачат. 
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Abstract. The article explores the application of exponential series based on the spectral parameter to solve 

eigenvalue problems of Sturm-Liouville operators. A novel approach for decomposing the characteristic 
determinant into exponential series is proposed, demonstrating effectiveness for computing large eigenvalues. The 

theoretical framework is supported by asymptotic formulas for eigenvalues and eigenfunctions. Practical methods 

for achieving higher computational precision are also discussed. The work is based on an extension of earlier 

methods and offers new perspectives for numerical analysis in mathematical physics. 

Key words: Sturm-Liouville operator, spectral analysis, exponential series. 

 

1. Введение 

В работе [6] предложен метод разложения в степенные ряды по спектральному 

параметру, который оказался эффективным для численного нахождения собственных 

значений оператора Штурма-Лиувилля. Задача вычисления собственных значений 

оператора Штурма-Лиувилля сводится к нахождению нулей так называемого 

характеристического определителя  ( ). Характеристический определитель оператора 

Штурма-Лиувилля представляет целую функцию от спектрального параметра  . Таким 

образом, характеристический определитель  ( ) разлагается в степенной ряд по 

спектральному параметру   с бесконечным радиусом сходимости. В работе [6] дан 

простой способ нахождения коэффициентов Тейлора. Оказалось, что рекуррентные 

формулы для нахождения коэффициентов Тейлора дают простой и мощный метод для 

численного вычисления собственных значений. Однако такой подход эффективен при 

вычислении не очень больших собственных значений. Для очень больших собственных 

значений метод, предложенный в работе [6], не то чтобы неэффективен, но для 

нахождения таких собственных значений целесообразно использовать экспоненциальные 

ряды по спектральному параметру. Предлагаемые нами экспоненциальные ряды 

эффективны для вычисления достаточно больших по модулю собственных значений. 

2. Экспоненциальные ряды по спектральному параметру для уравнения 

Штурма-Лиувилля на отрезке 

Рассмотрим линейное обыкновенное дифференциальное уравнение второго 

порядка на отрезке 

      ( )               (1) 

Такие уравнения называют уравнениями Штурма-Лиувилля. Коэффициент  ( ) 

часто называют потенциалом. Условия, которыми удовлетворяет потенциал, будут 

уточняться в зависимости от изучаемой проблемы. Комплексное число   играет роль 

спектрального параметра. Часто вместо параметра  удобно использовать параметр  , так 

что     . 

Предположим, что   - комплексное число. Через  (   ) обозначим решение 

однородного уравнения (1), подчиненного условиям Коши при    : 

 (   )         (   )         (2) 

где   - некоторая комплексная константа. 

Согласно результатам монографии [1], решение  (   ) является решением 

интегрального уравнения: 
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Положим 
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В монографии [1] доказано, что ряд ∑   (   ) 
    сходится равномерно по   для 

| |    и равномерно   для   ,   -. Здесь   - произвольное положительное число. 

Таким образом, функция  (   ) является целой функцией от параметра   . 

Для дальнейших целей удобно получить экспоненциальное представление для 

  (   ). Из соотношений (4) при фиксированном натуральном n имеем равенство: 
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где       . 

Через    обозначим -мерный единичный параллелепипед, вершины которого имеют 

вид (            ). Здесь числа    (     ̅̅ ̅̅̅) могут принимать значения либо ноль, либо 

один. Пусть фиксирована вершина (            )    , тогда через    обозначим 

количество равных между собой соседних координат. Иначе говоря, 

       *   ,   -            +  

Используя тождество при       : 

{
        ∏       

 

  
∑ (  )    ∑   

    
      ∑ (  )    

    
   .  

  
        /      

    
    

      ∏       
 

  
∑ (  )  ∑   

  
   

(         )    
   ∑ (  )    

  
   

  
    

 (5) 

при        и      из соотношения (5)-(6) выводим требуемые 

экспоненциальные представления. 

Для этого введем величины при       : 
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Лемма 1. Пусть   - фиксированное натуральное число. Тогда найдется непрерыные 

по   функций   (    )
  (    (    )  )   (    )

  (    (    )  )      ( ) такие, что 

справедливо экспоненциальное представления 

     (   )

 ∑ ∑      
  

    

    

 

       

[
 

     
∫   (    )(    (    )  )      (    )   (    )

     (    )

     (    )

 
 

     
∫   (    )

  (    (    )  )      (    )   (    )

     (    )

     (    )

 
 

   
∫   (    )

  (    (    )   )      (    )   (    )

     (    )

     (    )

 
 

   
∫   (    )

  (    (    )  )      (    )   (    )

     (    )

     (    )

]

 
 

     
     ( )    (   )  

 

     
∫   (    )

    (    (    )  )      (    )   (    )

   

   

 
 

   
     ( )    (   )  

 

     
∫   (    )

    (    (    )  )      (    )   (    )

   

   

  



72 
 

Лемма 2. Пусть   - фиксированное натуральное число. Тогда найдется непрерыные 

по   функций   (  )
  (    (  )   )   (  )

  (    (  )   )    ( ) такие, что справедливо 

экспоненциальное представления 
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Используя леммы 1 и 2, требуемое решение задачи (1) - (2) может быть записано в 

виде экспоненциального ряда по спектральному параметру. 

Теорема. Пусть    ,   -. Тогда для любого комплексного   решение задачи (1) - 

(2) существует и единственно, причем справедливо представлений 
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3. Асимптотические формулы для собственных значений и собственных 

функций. 

Займемся теперь выводом асимптотических формул для собственных значений и 

собственных функций. Из этих формул, в частности, будет следовать существование 

бесчисленного множества собственных значений. 

По-прежнему предположим вначале, что     и     При любом   функция 

 (   ) удовлетворяет, очевидно, первому из краевых условий (1) - (2). Поэтому мы 

определим собственные значения, если подставим функцию  (   ) во второе краевое 

условие. 

Согласно лемме 1.2 из [1] собственные значения действительны, т.е.      . 

Поэтому оценим ряд (7) следующим образом: 
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Далее, дифференцируя равенство (6') по x и используя оценку (6'), нетрудно 

получить оценку: 
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Теперь, подставляя значения функций  (   ) и   
 (   ) из оценок (6') и (7) во 

второе краевое условие (2), для определения собственных значений получим следующее 

уравнение: 
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Корень ищем в виде   
 

  (    )
  ( )    . Тогда из уравнения (8) имеем 

соотношение: 
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Отсюда при     следует предельное соотношение 
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которое эквивалентно равенству 
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Отсюда находим приближенное значение . Указанный процесс уточнения 

вычисления корней можно продолжить до требуемой точности. Таким образом, 

полученное приближѐнное значение можно использовать в качестве решения с 

необходимой точностью. Продолжая процесс уточнения вычисления корней, можно 

добиться ещѐ большей точности. 
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