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Аннотация. Мы рассматриваем нелокальное уравнение Колмогорова-Петровского-Пискунова и Фишера, 

описывающее динамику ресурса, распределенного на замкнутом многообразии, например, на двумерной 

сфере - поверхности Земли. Нелокальность выражается зависимостью члена реакции уравнения от 

интеграла произведения искомого решения с некоторым интегральным ядром по многообразию. Например, 

при равенстве единице этого ядра мы получаем зависимость члена реакции от общего объем ресурса на 

многообразии. При естественных предположениях о параметрах уравнения доказана теорема 

единственности решения задачи Коши при ограниченных неотрицательных начальных данных, имеющего 

непрерывную   -норму на многообразии и ограниченного. 
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Abstract. We consider the nonlocal Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov and Fisher equation describing the 

dynamics of a resource distributed on a closed manifold, for example, on a two-dimensional sphere - the Earth's 

surface. Nonlocality is defined by the dependence of the reaction term of the equation on the integral of the product 

of the desired solution with some integral kernel over the manifold. For example, if this kernel is equal to one, we 

obtain the dependence of the reaction term on the total volume of the resource on the manifold. Under natural 

assumptions about the parameters of the equation, a uniqueness theorem is proved for a solution to the Cauchy 

problem with bounded nonnegative initial data, which has a continuous   -norm on the manifold and is bounded. 

Keywords: KPP model, Cauchy problem, uniqueness of solution 

1. Введение. 

Анализ динамики возобновляемых ресурсов является важной составляющей в 

изучении многих проблем прикладного характера, включая оптимизацию эксплуатации 

промысловых популяций, задачи сохранения окружающей среды и биоразнообразия, а 

также других вопросов. В силу ценности получаемых при этом анализе результатов, 

инструменты этого анализа разрабатываются и применяются различными 

исследовательскими группами в мире. Разработка подобных инструментов или их 

применение проводились в работах [3], [4], [10], [15], [16], в работах [9], [19], [25], [26] в 

применении к задачам рационального природопользования и сохранения окружающей 

среды, в работах [1], [2], [7], [10], [11], [15], [17], [23], [27] при оптимизации динамики 

ресурса с бесконечным горизонтом планирования его использования. 

Модель Колмогорова-Петровского-Пискунова и Фишера (=КПП и Фишера) [12], 

[13] появилась в первой половине 20-го века для анализа динамики распределенной 

популяции при наличии диффузии и внутривидовой конкуренции. Она объединяет модель 

Фурье распространения тепла [14] с логистической моделью Ферхюльста [26]. А именно, 

к уравнению теплопроводности добавляется член реакции, в котором коэффициенты 

естественно зависят от точки ареала обитания популяции. 

Здесь мы рассматриваем нелокальную модель КПП и Фишера на замкнутом 

многообразии M (например, на -мерном торе, естественно появляющемся при изучении 

распределенного ресурса в периодической среде [3], или на двумерной сфере, которая 

является естественной моделью поверхности Земли [8], [23], [27]). Нелокальность 

выражается зависимостью коэффициентов члена реакции от общего объема ресурса, что 

приводит к уравнению 

           
   (1.1) 

 

где                — плотность изучаемого ресурса в точке   многообразия   его 

распределения в момент времени     — равномерно эллиптический оператор, непрерывно 

зависящий от точки ареала (см. [21], [22]), функции   и   характеризуют скорости 

процессов возобновления ресурса и насыщения им среды, соответственно, 

предполагаются ограниченными, измеримо зависящими от точки среды и непрерывно от 

показателя   объема имеющегося ресурса, например, его суммарной массы (это и делает 

модель нелокальной, чего нет, например, в [8], [21], [22]). Таким образом,  
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где показатель   определяется строго монотонным непрерывным функционалом на 

конусе неотрицательных плотностей распределения, имеющим нулевое значение в нуле, 

например, вида 

                                                               ∫  
 
                   (1.2) 

с некоторым положительным ограниченным измеримым весом K и положительной 

степенью   (при            здесь считается общий объем распределенного ресурса). 

Как отмечено выше, нелинейная зависимость тех или иных характеристик при изучении 

возобновляемых ресурсов встречалась и ранее (см. например, [5], [6], [20]). Кроме того, 

функция   предполагается отделенной от нуля некоторым положительным числом   . В 

частности, при достаточно больших значениях плотности ресурса правая часть уравнения 

(1.1) отрицательна. 

Учитывая, что функции   и   лишь измеримы по фазовой переменной решение 

уравнения (1.1) или решение задачи Коши для него понимается в слабом смысле (см., 

например, [18], [22]). 

В настоящей работе мы показываем, что при       и выполнении для функций   и 

  условия Липшица по   в изучаемой модели может существовать не более одного 

решения задачи с ограниченными начальными данными. Вопрос существования решения 

остается открытым, как и вопрос о существовании глобального аттрактора нетривиальных 

неотрицательных решений (см. [8], [21], [22], [27]). Существование неотрицательного 

стационарного решения в этой модели изучалось в [24]. 

2. Формулировка результата 

Теорема 1. Пусть   — замкнутое гладкое многообразие, на котором оператор   

является непрерывным равномерно эллиптическим, ядро   ограничено и измеримо, а 

коэффициенты   и   ограничены, измеримы и удовлетворяю условию Липшица по    

Тогда при       задача Коши для уравнения (1.1) с ограниченным начальным значением 

не может иметь более одного решения, 

- дифференцируемого при положительном времени, 

- не превосходящего по модулю фиксированной положительной константы  ,  

- имеющего на этом многообразии непрерывную   -норму. 

Доказательство. Доказательство проведем в более наглядном случае, когда ресурс 

распределен на -мерном торе, а оператор   имеет дивергентную форму. В этом случае 

уравнение (1.1) можно переписать в более привычной форме 

                                                                  
    (2.3) 

Допустим, что для рассматриваемой задачи Коши с некоторыми ограниченными 

измеримыми начальными данными        существует два решения   и  ̃, не 

превосходящие по абсолютной величине некоторой константы   и определенные при 

малых положительных временах. 

В силу уравнения (2.3) имеем    

                            
  и  ̃        ̃         ̃  ̃       ̃  ̃

    (2.4) 

Вычитая почленно из первого уравнения второе, получим 

    ̃            ̃                   ̃  ̃           
       ̃  ̃    (2.5) 

Домножая последнее уравнение на     ̃  и интегрируя по многообразию, 

получаем 



56 
 

     ̃   
  ∫          ̃        ̃    ∫               ̃  ̃     ̃     

   ∫                 ̃  ̃      ̃     

Рассмотрим каждое слагаемое в правой части последнего уравнения по 

отдельности и сделаем их подходящую оценку. Для первого слагаемого в силу 

равномерной эллиптичности оператора   имеем 

∫          ̃        ̃     ∫          ̃       ̃         (2.6) 

Для подынтегральной функции во втором слагаемом получаем 

|[         (   ̃) ̃]    ̃ |  |*          ̃  (        (   ̃))  ̃+     ̃ |     

             ̃    |   ̃|   ̃      ̃       ̃           ̃     ̃      ̃   

где   — константа, ограничивающая функцию     — константа Липшица для этой 

функции по     — константа, ограничивающая ядро  , а   — корень из объема 

многообразия. Следовательно, для интеграла по многообразию от второго слагаемого 

имеем 

|∫[         (   ̃) ̃]    ̃   |     ‖   ̃‖       ‖   ̃‖    

               ̃     

где       —    - норма функции  . 

Аналогично для третьего слагаемого 

|∫                 ̃  ̃      ̃   |   ∫     ̃     ̃             ̃     

где  - константа, ограничивающая функцию    

Таким образом, суммируя полученные оценки, получаем следующую оценку для 

скорости изменения   -норма разности решений 

     ̃   
        ̃    

с              . Наконец, интегрируя последнее неравенство, получаем 

     ̃              ̃            

Учитывая, что рассматривается непрерывное в   -норме на многообразии решение, 

а начальные данные этих решений одинаковы, получаем справедливость теоремы. 
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