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1. Пространство )(, FN qp  и его свойства  

Пусть задано вероятностное пространство ),,( PF  и некоторая фильтрация 

TttF }{= F , где RT , то есть неубывающее семейство  -алгебр t , Tt , таких, что 

.,, Ttstsприts   
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Пусть стохастический процесс TttXX }{= , где R:tX  согласован с 

фильтрацией TttF  }{= , то есть tX  является t -измеримой величиной при каждом 

Tt  . Для стохастического процесса TtttXX  },{=  определим функцию  
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Эту функцию назовем мажорантой процесса X  по фильтрации F . 

Пусть <<0 p , q<0  и )[0,= T . Через )(, FN qp ([3], [4]), обозначим 

множество стохастических процессов X , определенных на F  для которых конечен 

функционал  
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Так как интерес представляет поведение стохастического процесса при t , то в 

дальнейшем будем считать, что все рассматриваемые нами процессы таковы, что их 

нормы не имеют особенностей при 0=t . 

Говорят [1], что стохастический процесс TtttXX  },{=  является мартингалом, 

если выполнены следующие условия: 

1) |<| tXE , Tt ; 

2) sst XXE =)|(   (п. н), Tts , , ts  ; 

субмартингалом, если 

2 ) sst XXE )|(   (п. н), Tts , , ts  ; 

супермартингалом, если 

2  ) sst XXE �)|(   (п. н), Tts , , ts  . 

Определение 2.  Пусть TttF  }{=  -- некоторая фильтрация. Будем говорить, что 

процесс X  принадлежит классу )(FW , если найдется константа C , такая, что для любых 

ts  ��1  и произвольных sA   справедливо неравенство  

.)(�)(  dPXCdPX t
A

s
A    

Введенный класс )(FW  содержит мартингалы, неотрицательные субмартингалы, 

неположительные супермартингалы. Свойство процесса, определяющее его 

принадлежность классу )(FW , назовем обобщенной монотонностью. 

Следующие леммы описывают свойства постранств )(, FN qp . 

Лемма 1. Пусть стохастический процесс X принадлежит классу  )(FW . Тогда при  

 10 qq справедливо неравенство 

)()( ,1, FNFN qpqp

XcX  . 
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Лемма 2. Пусть 1,0  ap .  Если стохастический процесс X принадлежит 

классу )(FW , то  при    q0  справедливо соотношение 
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Лемма 3. (Неравенство Гельдера).  Пусть   21 ,,0 ppp ,  21 ,,0 qqq   и  

21 /1/1/1 ppp  , 21 /1/1/1 qqq  . Если стахостические процессы   ),( ttXX   и 

),( ttYY   являются процессами из классов )(11, FN qp  и )(22, FN qp  соответственно, то 

процесс ),( tttYXXY   принадлежит )(, FN qp  и верно неравенство 

)()()( 2,21,11, FNFNFN qpqpqp

YXXY  . 

Лемма 4. (Неравенство Харди). Пусть  ,0,0,0,1  s  тогда  для 

неотрицательной последовательности 
Zkaa  }{  имеют место наравенства: 
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2. Интерполяционные методы для стохастических процессов  

Пусть ))(),((=)( 10 FAFAFA  -- пара квазинормированных собственных 

подпространств линейного хаусдорфового пространства )(F  стохастических процессов, 

определенных на вероятностном пространстве ),,( P  с фильтрацией TttF  }{= . 

Очевидно, эта пара является совместимой парой и, следовательно, для нее определяется 

шкала интерполяционных пространств относительно вещественного метода  [2]. 

Пусть 1<<0  . При <<0 q  положим  

,<)),((=),:)(=),(=
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а при =q    
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где  

)(inf=),;,(
1

1
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0

10
=

10 AA
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XtX
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AAXtK 


 – функционал Петре. 

Рассмотрим следующую модификацию интерполяционного метода. 
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Случайная величина ][0,:   называется марковским моментом (относительно 

фильтрации TttF  }{= ), если tt }�)(:{   для каждого Tt . Марковский момент 

называется моментом остановки, если <)(  (п.н.) 

(Ошибка! Источник ссылки не найден.). 

Пусть )}({=   -- моменты остановок относительно фильтрации F , 

))(),((=)( 10 FAFAFA  -- пара квазинормированных собственных подпространств )(F . 

Для )(FX   определим функционал  
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Здесь точная нижняя грань берется по всем остановкам из  . При <<0 q  

положим  

,<)),((=),:)(=),(=
0

,10
(,10,




























 







q

q

q
Aqq

t

dt
XtKtAXFXAAA TT

T 


  

а при =q   
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Очевидно, что ),(�),( XtKXtK   для всех 0>t , и следовательно, имеет место 

вложение qq AA ,,  
. 

Пусть T  – преобразование стохастического процесса X . Будем говорить, что 

преобразование T  квазилинейно, если найдется 0>C  такое, что 

  ..).(д)(�))(())(( нпTtлюбоголяYXTCYTXT ttt   (2) 

Теорема 1. Пусть ))(),(( 10 FAFA , ))(),(( 10  BB  -- две совместимые пары 

пространств стохастических процессов и )}({=   – некоторое фиксированное 

семейство моментов остановок относительно фильтрации F . Если T  – преобразование 

стохастического процесса X  и выполнены условия  
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где C  -- константа из определения квазилинейности преобразования T .   

Теорема 2. Пусть )(},{= FWXX Tttt    и <<<1 10 pp ,  qqq ,,�1 10 , 

1<<0  , 10 /)/(1=1/ ppp   , Z k

ka }{=  -- последовательность остановок. Тогда 

справедливы неравенства  
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где константы 21,cc  зависят только от параметров 0,1)=(, iqp ii  и  . 

2.1 Ограниченность некоторых операторов в классах )(, FN qp   

Пусть  0,= tXX t  -- стохастический процесс заданный на вероятностном 

пространстве ),,( P . Пусть, далее X

t  --  -алгебра, порожденная величинами 

tsX s ,0 . Положим  0,=  tX t

X  . Будем считать, что вероятностное пространство 

полно и  -алгебры X

t

X  ,  0)( t  расширены классом   событий нулевой вероятности. 

Рассматривается естественная фильтрация  
0


t

X

t
. 

Тогда для стохастического процесса )(sf  можно определить интеграл Ито  

).[0,),()(=)(
](0,

 tdXffI ss
t

t   

Если )(sX  и )(sf  – мартингалы, то интеграл Ито )( fIt  является мартингалом.  

Теорема 3. Пусть  �1,<<<0 pq , pqr 1/1/=1/  . Пусть )(tf  – 

детерминированная функция из ))([0,1 C  такая, что  
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где константа C  зависит только от параметров ,,qp .   

Теорема 4. Пусть ,<<0 p   q�1 , процесс 0),(= tttXX   из )(GW , )(  -- 

марковский момент, 0),(=   tttXX 
  – остановленный процесс. Тогда имеет место 

неравенство  
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Следствие 1. Пусть ,<<0 p  ,��1  q  процесс 0),(= tttXX   является 

неотрицательным субмартингалом. Тогда процесс 0),(= tttXX   также является 

субмартингалом и имеет место 
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