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Аннотация. В работе для уравнения четвѐртого порядка  с кратными характеристиками 

рассмотрены краевые задачи в полуограниченных областях. Единственность решения доказана методом 

интегралов энергии. Существования  решений доказаны методом разделения переменных. Решения 
построен явно в виде бесконечного ряда, обоснована возможность почленного дифференцирования ряда по 

всем переменным. 
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Abstract. In this work, boundary value problems in semi-bounded domains are considered for a fourth-

order equation with multiple characteristics. The uniqueness of the solution is proven by the method of energy 
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1. Введение 

Изучение многих задач газовой динамики, теории упругости, теории пластин и 

оболочек приводится к рассмотрению дифференциальных уравнений в частных 

производных высоких порядков. С точки зрения физических приложений представляют 

большой интерес и дифференциальные уравнения четвертого порядка (см. [1-4]).  
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Монография Джураева Т.Д., Сопуева А. [5], посвящена классификации 

дифференциальных уравнений в частных производных четвертого порядка для таких 

уравнений. 

В работе [6] рассмотренны краевые задачи для неоднородного уравнения 

четвертого порядка с кратными характеристиками с одним младшим членом. 

В работе [7]  рассмотрена краевая задача для уравнения четвертого порядка вида 

 ,xxxx ttu u f x t  . 

В работе [8] была решена задача с начальными и граничными условиями для 

уравнения колебания балки вида 

2 0xxxx tta u u  , 

в которой балка длины l , зажата на концах, в массивные тиски. 

В работе [9] рассмотрена краевая задача для одного вырождающегося уравнения 

высокого порядка с младшими членами. 

В работах [10-14] рассмотрены краевые задачи для уравнения третьего порядка с 

кратными характеристиками, содержащее вторую производную по времени.  

В работах [15-18] рассмотрены краевые задачи для уравнения с кратными 

характеристиками в полуограниченных областях. 

Краевые задачи для уравнений четвертого порядка, содержащее третью 

производную по времени мало изучены [19-22].  

2. Постановка задачи 

В областях   , : 0 , 0D x y x p y        и 

  , : 0 , 0D x y x p y        рассмотрим уравнение  

 
4 3

4 3
0

u u
L u

x y

 
  
 

     (1) 

где 0p   - действительное число, и для него исследуем следующие задачи. 

Задача 1A . Найти решение уравнения (1) в области D
 из класса 

     4,3 3,2

, , 1, x y x yu x y C D C D Г    , имеющее ограниченную третью производную по 

x  и  вторую производную по y  при y  , равномерно по x  и  2xxu L D , 

удовлетворяющее следующим краевым условиям:  

       0, , 0, , 0, 0 ,xx xxu y u p y u y u p y y         (2) 

         1 2,0 , ,0 , lim , 0, 0 ,y
y

u x x u x x u x y x p 


      (3) 

где  1Г D  -граница области D
,        5 4

1 20, , 0,x C p x C p   - заданные 

функции, причем 
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1 1

2 2

0 0, 0,2,4.

0 0, 0,2.

k k

j j

p k

p j

 

 

  

  
   (4) 

Задача 2A . Найти решение уравнения (1) в области D
 из класса 

     4,3 3,2

, , 2, ,x y x yu x y C D C D Г     имеющее ограниченную производную третьего 

порядка  по x  и  вторую  производную  по y  при y  , равномерно по x  и 

 2xxu L D , удовлетворяющее  краевому условию  (2)  при   0y     и  

       3,0 , lim , lim , 0, 0 ,y
y y

u x x u x y u x y x p
 

      (5) 

где 2Г D  - граница области D


,    5

3 0,x C p  - заданная функция, причем 

       3 30 0, 0,2,4.
r r

p r         (6) 

3. Единственность решения 

Теорема 1. Если задачи 1A   и 2A  имеют решение, то оно единственно. 

Доказательство. Предположим  обратное,  пусть задача А  имеет два решения 

 1 ,u x y и  2 , .u x y Тогда функция      1 2, , ,u x y u x y u x y   удовлетворяет 

уравнению (1)  с однародными краевыми условиями. Докажем, что  , 0u x y   в D
 

 D
. 

Для этого уравнение (1) умножим на u , тогда получим  

    2 21
0.

2
xxx x xx yy y xxuL u uu u u uu u u

x y

   
      
   

  (7) 

Интегрируя  тождество (7) по  области    , : 0 , 0 ,dD x y x p y d       где 

0d   имеем 

       

       

0

0

, , 0, 0,

, , 0, 0,

d

xxx xxx

d

x xx x xx

u p y u p y u y u y dy

u p y u p y u y u y dy

   

    




   (8)

 

       

   

0

2 2 2

0

, , ,0 ,0

1
, ,0 0.

2
d

p

yy yy

p

y y xx

D

u x d u x d u x u x dx

u x d u x dx u dxdy
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Если  d  ,  то  dD D .  Учитывая  однородные  краевые условия задачи  

1A , т.е.   0, 1,2,i x i     и свойства  функции  ,u x y   при y  , а  также, что 

 2xxu L D , из (8)  получаем 

 2 2

0

1
lim , 0

2

p

y xx
d

D

u x d dx u dxdy



   . 

Из второго слагаемого имеем 

       1 2 10 , , , .xxu u x y x f y f y x y D Г        

где    1 2,f y f y  произвольные  функции, удовлетворяюшие всем условиям  задачи. 

Полагая 0x  , имеем 

     2 20, 0 0,u y f y f y     

полагая x p , имеем 

     1 1, 0 0.u p y p f y f y      

Следовательно,  , 0,u x y  в  1D Г  . 

Интегрируя тождество (7) по области 

  , : 0 , 0 , 0сD x y x p с y с        учитывая однородные краевые условия 

задачи 2А   и свойства функции  ,u x y  при y  , а также что  2 ,xxu L D  

получим 

 2 2

0

1
,0 0

2

p

y xx

D

u x dx u dxdy


   . 

Отсюда следует, что  , 0u x y   в 2.D Г    

4. Существование решения 

С целью доказательства существования решения, рассмотрим следующую 

вспомагательную  задачу: найти нетривиальное решение уравнения (1), удовлетворяющее 

условиям (2) и представимое в виде 

     ,u x y X x Y y      (9) 

Подставляя (9) в уравнение (1) и разделяя переменные, относительно функции 

 X x  и  Y y  получим обыкновенные дифференциальные уравнения: 

     4
0,X x X x       (10) 

     3
0,Y y Y y       (11) 

где   параметр разделения.  

Учитывая граничные условия (2) для уравнения (10) имеем следующую задачу: 
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       '' ''0 0 0X X p X X p       (12) 

a) Пусть 
4 , 0.d d    Тогда общее решение уравнения (10) определим в 

следующеем виде: 

  1 2 3 4cos sin ,dx dxX x C e C e C dx C dx      (13)  

где iС   произвольные постоянные. Удовлетворяя функция (13) первыми двумя 

условиями из (12),  

 

 

 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3 4

''

1 2 3 4

0 0,

'' 0 0,

cos sin 0,

cos sin 0,

dp dp

dp dp

X C C С

X С C C

X p C e C e C dp C dp

X p C e C e C dp C dp





   


   


    


    

 

находим 1 2 3, 0С С С  . Имеем следующую нетривиальное решение задачи (12) 

сушествует только при  

4

4

, 1,2,3,...

, 1,2,3,...

n

n n

n
d n

p

n
d n

p






 

 
   

 

 .

 

Эти  числа являются собственными значениями задачи (12), а соответсвующие ими    

собственные функции имеют следующий вид: 

 
2

sin .n

n
X x x

p p


     (14) 

б) Пусть 0.   Тогда общее решение уравнения (10) определим в следующеем 

виде: 

  3 2

1 2 3 4 ,X x C x C x C x C       (15) 

где iС   произвольные постоянные.  Удовлетворяя функция (15) первыми двумя 

условиями из (12),  

 

 

 

 

4

2

3 2

1 2 3 4

''

1 2

0 0,

'' 0 0,

0,

6 2 0,

X С

X C

X p C p C p C p C

X p C p C

 


 


    


  

 

находим 1 2 3 4 0С С С C    .  (15) имеет только нулевое решение. 

в) Пусть 
4 , 0.d d     
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4

4 4

2
2 2 2 2 2 2 2 2

1,2 3,4

0,

0,

2 2 2 0,

2 2 2 2
, .

2 2 2 2

X x d X x

k d

k d k d k kd d k kd d

k d di k d di

 

 

       

    

 

Тогда общее решение уравнения (10) определим в следующеем виде: 

 
2

2
1 2

2

2
3 4

2 2
cos sin

2 2

2 2
cos sin ,

2 2

dx

dx

X x e C dx C dx

e C dx C dx


 
   

 

 
  

 

  (16) 

где iС   произвольные постоянные.  Учитывая граничные условия (2) для уравнения 

(16), из система 

 

 

 

 

1 3 1 3

2 4 2 4

1 2

''

1 2

0 0 ,

'' 0 0 ,

2 2
2 cos 2 sin 0,

2 2

2 2
2 sin 2 cos 0,

2 2

X C C C C

X C C C C

X p C sh dp dp C ch dp dp

X p C ch dp dp C sh dp dp

    


    

     


      


 

находим 1 2 3 4 0С С С C    . (16) имеет только нулевое решение. 

Рассмотрим задачу 1А .  

Учитывая граничные условия (3) для уравнения (11) имеем следующую задачу: 

     

 

 

 

3

1

2

0,

0 ,

' 0 ,

lim 0.

n

n

y

Y y Y y

Y

Y

Y y









  






 


 

где    
0

, 1,2.

p

in i nX d i        

Общее решение уравнения  (11) имеет вид 

 
1

2
1 2 3

3 3
cos sin ,

2 2

n
n

k y
k y

n n n n n nY y С e e С k y С k y
     

       
    

  (17) 

где 3
n nk  , а , 1,3iС i   пока неизвестные постоянные. 
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Удовлетворив условию (3) из (17) имеем 

1

2 1

3 2 1

0,

,

2 1
,

3 3

n

n n

n n n

n

C

C

C
k



 


 




  


 

2nC  и 3nС  - коэффициенты Фурье функций  1 x  и  2 ,x  т.е. 

       2 1 3 2

0 0

, ,

p p

n n n nC X d C X d            

В дальнейшем максимальное значение всех найденных положительных известных 

чисел в оценках будем обозначать через M .  

Интегрируем по частям  1 x  пять раза и  2 x  четыре раза принимая во 

внимание условие (4) получим следующие оценки: 

1 2

2 35 4
, ,n n

n nC M C M
n n

 
     (18) 

где 

 

   

(5)

1 1

0

4

2 2

0

cos ,

sin .

p

n

p

n

n
d

p

n
d

p


   


   

 

 





 

Решение задача 1А  имеет вид 

   
1

2
2 3

1

3 3
, cos sin

2 2

nk y

n n n n n

n

u x y X x e C k y C k y
 



     
        

     
  (19) 

Докажем абсолютную и равномерную сходимость ряда (19). Учитывая (18) из (19) 

получим 

    1 2

5 16 3
1

, n n

n

n

u x y M X x
n n





  
    

 
 . 

Отсюда следует, что ряд  (19) сходится абсолютно и равномерно. 

Теперь докажем, что производные ряда  (19)  входящие в уравнение (1), также 

сходятся абсолютно и равномерно в области 1D Г  . Для этого вычисляем производные 

по y  из  (19) , оценив полученные равенства и учитывая (18), имеем 

 
3

3 1 2

2 3 43
31 1 1

2
.

3

n n

n n n n

n n nn

u
k C C X x M

y nk n
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Используя неравенство Коши-Буняковского и Бесселя, получим 

3 2
2 22 2

1 14 43 2
3 31 1 1 1

2

1 4
31

1 2

6

,
3

n n

n n

n n n n

n

n

n

u
M M M M

y n pn n

M M
p n





   

   





 
      




    

   



 

так как 

 2

2
2

1 1 0,
1

2
n n L p

n p





   ,  

2

2
1

1
.

6n n





  

Следовательно, ряд, соответствующий функции 

3

3

u

y




, сходится абсолютно и 

равномерно. Абсолютная и равномерная сходимость четвертой производной по x  ряда 

(19) следует из равенства 

4 3

4 3

u u

x y

 


 
 и доказанного выше. 

Рассмотрим задачу  2А . 

Учитывая граничные условия (5) для уравнения (17) имеем следующую задачу: 

     

 

   

3 4

3

0,

0 ,

lim lim ' 0,

n

y y

Y y Y y

Y

Y y Y y





 

  






 

 

где    3 3

0

.

p

n nX d        

Следовательно,  в (17)  необходимо  считать,  что 2 3 0.n nС C   Тогда 

функция (17) имеет вид 

  1
nk y

n nY y C e  

1nC  - коэффициенть Фурье функций   3 ,x  т.е. 

   1 3

0

,

p

n nC X d       

Принимая во внимание условие (5), интегрируем по частям  3 x  пять раз  

получим следующие оценки: 

3

1 5
,n

nC M
n


     (20) 

где 
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 (5)

3 3

0

cos .

p

n

n
d

p


       

Теперь в силу (13), решение задачи  
2А   имеет вид 

   1

1

, .nk y

n n

n

u x y C e X x




    (21) 

 Докажем абсолютную и равномерную сходимость ряда (21). Учитывая (20), из (21) 

получим 

  3

5
1

, n

n

u x y M
n






  . 

Отсюда следует, что ряд  (21) сходится абсолютно и равномерно. 

Тепер докажем, что производные ряда  (21)  входящие в уравнение (1), также 

сходятся абсолютно и равномерно в области 2D Г  . Для этого вычисляем 

производные по y , оценив полученны равенства и учитывая (21), имеем 

   
3

3 3

13
1 1

.n

n n n

n n

u
k C X x M

y n

 

 

 
   

  
   

Используя неравенство Коши-Буняковского и Бесселя, получим 

3
2

3 33 2
1 1

1
,

3
n n

n n

u
M M M

y n p

 

 


      


   

так как 

 2

2
2

3 3 0,
1

2
n n L p

n p





   ,  

2

2
1

1
.

6n n





  

Следовательно, ряд, соответствующий функции 

3

3

u

y




, сходится абсолютно и 

равномерно. Абсолютная и равномерная сходимость четвертой производной  по x  ряда 

(22)  следует из равенства 

4 3

4 3

u u

x y

 


 
 и доказанного выше. 

Итак, мы доказали следующую теорему. 

Теорема 2. Если функции        5 4

20, , 1,3, 0, ,i x C p i x C p     и 

выполняются условия (4) и (6), то решения задач  1A  и 2А  сушествуют, и представляются 

в виде  (19) и (21) соответсвенно. 
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