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Аннотация: В работе для неоднородного уравнения третьего порядка с младшими членами 

рассмотрена вторая краевая задача в прямоугольной области. Единственность решение поставленной 

задачи доказана методом интегралов энергии. Используя метод разделения переменных решение задачи 

ищется в виде произведения двух функций Х(x) и Y(y). Для определения Х(x) получаем обыкновенное 

дифференциальное уравнение третьего порядка с тремя граничными условиями, а для Y(y) – обыкновенное 

дифференциальное уравнение второго порядка с двумя граничными условиями. Методом функции Грина 
построены решения указанных задач. Получены оценки резольвенты и функции Грина. При обосновании 

равномерной сходимости решения используется отличность от нуля «малого знаменателя». 

Ключевые слова: уравнения с кратными характеристиками третьего порядка, вторая краевая 

задача, переменный коэффициент, функция Грина, интегральное уравнения Фредгольма второго рода.    
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Abstract: In this paper, for an inhomogeneous third-order equation with lower terms, the second boundary 

value problem in a rectangular domain is considered. The uniqueness of the solution of the formulated problem is 

proved by the method of energy integrals. Using the method of separation of variables, the solution of the problem is 

sought as a product of two functions X(x) and Y(y). To determine X(x), we obtain a third-order ordinary differential 

equation with three boundary conditions, and for Y(y), we obtain a second-order ordinary differential equation with 

two boundary conditions. The Green's function method is used to construct solutions to these problems. Estimates 
for the resolvent and Green's function are obtained. When justifying the uniform convergence of the solution, the 

non-zero “small denominator” is used. 

Keywords: equations with multiple characteristics of the third order, second boundary value problem, 

variable coefficient, Green's function, Fredholm integral equation of the second kind. 

 

1. Введение. Дифференциальные уравнения в частных производных третьего 

порядка рассматриваются при решении задач теории нелинейной акустики и в 

гидродинамической теории космической плазмы, фильтрации жидкости в пористых 

средах.  Дифференциальные уравнения в частных производных третьего порядка 

изучаются многими авторами (см., например, [1-11]).  

В совокупности, всех уравнений третьего порядка особое место по специфическому 

характеру занимают, уравнения с кратными характеристиками. 

В работе [12], учитывая свойства вязкости и теплопроводности газа, из системы 

Навье-Стокса было получено уравнение третьего порядка с кратными характеристиками, 

содержащее вторую производную по времени 
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Это уравнение при  описывает осесимметричный поток, а при  описывает 

плоско - параллельный поток [13]. 

В работах [14-18], рассмотрены краевые задачи для уравнений третьего порядка с 

кратными характеристиками, при помощи построения функции Грина. В работе [19] было 

найдена решения уравнение третьего порядка с постоянными коэффициентами и с 

другими краевыми условиями. 

2. Постановка задачи. В области  рассмотрим 

следующее уравнение третьего порядка в вида 

,   (1) 

где   заданные достаточно гладкие функции в .  

Заменой  

, 

уравнение (1) можно привести к виду 

.    (2) 

Задача . Найти функцию  из класса , удовлетворяющую 

уравнению (2) и следующим краевым условиям: 

     (3) 

   (4) 

где ,  заданные функции. 

3. Единственности решения.  

Теорема 1. Если задача  имеет решение, то при выполнении условий 

, оно единственно. 

Доказательство. Предположим, обратное. Пусть задача  имеет два решения 

 и . Тогда функция  удовлетворяет 

однородному уравнению (2) с однородными краевыми условиями. Докажем, что 

 в . 
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,  

или 

 

, .xxx yy y x xxu u u u u const
y


   

1  0 

  , : 0 , 0D x y x p y q    

     1 2 3 4 1( ) ( , )xxx yy xx x yL u U U A x U A x U A x U A U g x y      

4, , ,p q A R   1, 1,3, ( , )iA x i g x y D

     4
1

0

1
, exp ,

3 2

x
A

U x y A d y u x y 
 

   
 



   1 2 ( , )xxx yy xu u a x u a x u g x y   

2B  ,u x y    3,2 2,1

, ,x y x yC D C D

   ,0 0, , 0, 0 ,y yu x u x q x p   

           1 2 30, , p, , , , 0 ,x xxu y y u y y u p y y y q      

  , 1,3i y i   ,g x y

2B

     1 2 1

1
0, 0

2
a x a x a x  

2B

 1 ,u x y  2 ,u x y      1 2, , ,u x y u x y u x y 

 , 0u x y  D

D

      2

1 2 0ххх уу xuL u ии ии a x иu a x и    

       2 2 2 2

1 2 1

1 1 1
0.

2 2 2
xx x y yuu u a x u uu u a x a x u

x y

             
    



 

214 
 

Интегрируя это тождество по области  и учитывая однородные краевые условия, 

получим 

  

Из третьего слагаемого . Отсюда . Поставляя в уравнения (2), 

имеем . Тогда . Учитывая краевые условие (4) получим 

, тогда . Теорема доказана.  

4. Существование решения.  

Теорема 2. Если выполняются следующие условия:  

1)  

2)  

3)   

4)  

то решение задачи  существует. Здесь ,

, . 

Доказательство. Рассмотрим следующую задачу Штурма-Лиувилля: 

     (5) 

Известно, что нетривиальное решение задачи (6), существует только при 

 и    

Эти числа являются собственные значения задачи (5), а соответствующие ими 

собственные функции имеют вид: 
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D

         2 2 2 2

1 2 1

0 0

1 1 1
, 0, 0.

2 2 2

q q

x y

D D

a x u p y dy u y dy u dxdy a x a x u dxdy
      
 

   

 , 0yu x y     ,u x y f x

  0f x   
2

1 2 3
2

x
f x C C x C  

  0f x   , 0u x y 

   3 0, , 1,3;i y C q i  

 
   

3

2

,
, 0 ; ,0 , 0

g x y
C D x p g x g x q

x y


       

 

2

1

3 2

1

2
min , ,

3 2 1
С

p p Kp





  
  

   

 1 0,a p 

2B
2

3
1

q




 
  

 

        1 1 2max , , 0,C a x a x a x x p  

1

4 2 3
1 exp

3 3
K




  
      

  

   

   

3 0,

0 0.

Y y Y y

Y Y q

  


  

3

0 0 
2

3 , 1,2,3,...n

n
n

q




 
  
 

 

1
, 0,

2
cos , .

n

n
q

Y y
n

y n N
q q







 

   
 

 ,g x y   nY y

     
1

, ,n n

n

g x y g x Y y








 

215 
 

где .  

Решение задачи  ищем в виде  

.    (7) 

(7) поставляя в уравнение (2) получим следующую задачу: 

   (8) 

где .  

C помощью  

     (9) 

функции изменим граничные условия в однородные, где 

.    (10) 

Подставляя (10), (9) в (8) получим задачу  

   (11) 

здесь  

 

Задача (11) для  имеет вид: 

    (12) 

здесь  

 

Решения задачи (12) имеет вид 
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здесь  функция Грина для задачи (12), которая обладает следующими свойствами: 

 

 

 

и имеет вид 

 

Интегрируя по частям второй интеграл в (13), имеем, 

   (14) 

Если вводѐм обозначения 
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и имеет вид: 

 

здесь 

 

 

. 

Интегрируем по частям второй интеграл в (16), и учитывая условия теоремы имеем  

  (17) 
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В силу (7) и (9) решение задачи  имеет вид 

 

Доказана, что решение  и его частные производные сходятся 

абсолютно и равномерно. Таким образом, доказана теорема 2. 
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