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Аннотация: В работе рассмотрен оператор Шредингера, соответствующей системе одной 
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1 Введение. Важнейшей физической величиной в любой квантово-механической 

системе является энеpгия. Опеpатоp, соответствующий этой наблюдаемой, обозначается 

чеpез    Опеpатоp энеpгии   (опеpатоp энеpгии   часто называется гамильтонианом, в 

неpелятивистской квантовой механике он будет также называться опеpатоpом 

Шpедингеpа) опpеделяет закон эволюции системы. Уpавнение Шpедингеpа - это основное 

уpавнение квантовой теоpии. Поэтому исследование оператора Шредингера игpает 

важную pоль в совpеменной математике. 

В течение последних восмидесяти лет наиболее популярным и тpадиционным 

обьектом для математической физики служит неpелятивистская квантовая механика, 

точнее - оператор Шредингера. Более того, сам облик современной математической 

физики в значительной меpе сфоpмиpовался пpи изучении этого опеpатоpа. По сути дела 

вся атомная и молекулярная, и значительная часть ядеpной физики, физики плазмы и 

твеpдого тела состоит в изучении оператора Шредингера [1,2]. 
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В моделях физики твердого тела [3,4], а также в решетчатой квантовой теории поля 

[3] рассматриваются дискретные операторы, являющиеся решетчатыми аналогами 

оператора Шредингера на евклидовом пространстве. Кинематика квантовых частиц на 

решетке довольно экзотическая [5]. 

Дискретные операторы Шредингера, соответствующие гамильтонианам систем 

одной и двух квантовых частиц на целочисленной решетке изучены в работах [6-9]. 

Изучению оператора Шредингера посвящено огpомное число pабот, наиболее полный 

обзоp котоpых содеpжится в «энциклопедии» методов совpеменной математической 

физики [10]. 

В настоящей работе рассмотрен оператор Шредингера  ̂ , соответствующей системе 

одной частицы во внешнем силовом поле  ̂  (с контактным потенциалом) на одномерной 

решетке. Найдено собственное значение и соответствующий собственный вектор этого 

оператора. 

2. Постановка задачи. Через   обозначается одномерная решетка,   ( ) - 

гильбертово пространство квадратично - суммируемых функций, определѐнных на    

Оператор энергии  ̂  одной частицы на решетке ассоциируется со следующим 

оператором в гильбертовом пространстве   ( ): 

( ̂  ̂)( )  ∑ ̂(   )

   

 ̂( )  ̂    ( ) 

где  

 ̂( )  

{
 
 

 
 

 

 
    

 

 
     

      *    +

  

Легко показать, что  ̂  – самосопряженный оператор и его спектр чисто абсолютно 

непрерывный, и  ( ̂ )  ,   -  Доказательство последнего факта вытекает из унитарной 

эквивалентности  ̂  к    - оператору умножения на функцию 

 ( )        

в гильбертовом пространстве   ( )  

Здесь   (    - означает одномерной тор, в котором всюду операции сложения и 

умножения на действительное число элементов множества (    -    понимается как 

операции на   по модулю     и   ( )   гильбертово пространство квадратично - 

интегрируемых функций, определенных на    

Эта унитарная эквивалентность осуществляется с помощью преобразования Фурье 

    ( )    ( )  

(  )( )  (  ) 
 
 ∫      ( )  

 

  

         ( )  

Заметим, что спектр оператора    совпадает с отрезком ,   -  т.е.  (  )  ,   -  

Полный гамильтониан  ̂      * + описывающий движение одной квантовой 

частицы на одномерной решетке во внешнем поле   ̂   определяется как ограниченное 

возмущение свободного гамильтониана  ̂   

 ̂    ̂   ̂   

Здесь  ̂   оператор умножения на вещественную функцию  ̂ ( )   
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 ̂ ( )  {
        
        

     * +  

Теперь переходим к импульсному представлению оператора  ̂    

Импульсное представление оператора  ̂  имеет вид: 

(   )( )  
 

  
∫  ( )

 

  

       ( )  

Отметим, что    оператор ранга один, следовательно оператор    есть компактный. 

Кроме того,    положительный оператор, если      и отрицательный, если      

Через    обозначим импульсное представление оператора  ̂   

                                                                            ( ) 

Поэтому согласно теореме Вейля (о существенном спектре) непрерывный спектр 

оператора    совпадает со спектром  (  )  ,   - оператора     т.е. 

     (  )   (  )  ,   -  

3 Основной результат. Собственное значение и собственная функция оператора     

Из выражения (1) и положительности оператор    при      и отрицательности при 

     следует существует собственного значение оператора     если      то это 

собственное значение может принадлежат интервалу (    )  а если      то оно может 

принадлежат интервалу (    )  

Теперь сформулируем основной результат этой работы. 

Теорема. a) если        то число   
  

  √     

 
   есть простое собственное 

значение оператора    и соответствующая собственная функция с точностью до 

постоянного множителя имеет следующий вид: 

 ( )  
 

         
   

b) если        то число   
  

  √     

 
   есть простое собственное значение 

оператора     и соответствующая собственная функция с точностью до постоянного 

множителя имеет следующий вид: 

 ( )  
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