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Аннотация. Одной из центральных тем в общей топологии является тема, связанная с разного 

типа расширениями топологических пространств. М. Стоун отмечал, что одной из интересных и трудных 

проблем общей топологии является изучение всех расширений данного топологического пространства. 

Исходя из общей проблемы М. Стоуна, Б. Банашевский систематизировал общие задачи теории 

расширений. П.С. Александровым была поставлена проблема классификации компактных расширений и 

сформированы различные общие задачи о расширениях топологических пространств. А.А. Борубаевым при 

помощи равномерности построены множества всех паракомпактных, сильно паракомпактных, 

линделѐфовых и полные по Дьедонне расширений тихоновских пространств.  
В настоящей статье при помощи равномерных структур строится множества всех счетно 

паракомпактных расширений. 

Ключевые слова: счетно паракомпактные расширение, секвенциальная полнота, секвенциальная 

полнота по Дьедонне, счетная предпаракомпактность, предуниверсальность. 
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Аннотация. Жалпы топологиянын борбордук темаларынын бири болуп топологиялык 

мейкиндиктердин трдүү типтеги кеңейүүлөрү менен байланышкан тема саналат. М. Стоун жалпы 

топологиядагы эң кызыктуу жана оор көйгөйлөрдөн болуп берилген топологиялык мейкиндиктеги бардык 

кеңейүүлөрдү изилдөө деп белгилеген. М. Стоундун койгон жалпы көйгөйлөрүнүн негизинде Б. Банашевский 

кеңейүүлөр теориясынын жалпы маселелерин системалаштырган. П.С. Александров тарабынан компактуу 

кеңейүүлөрдүн классификациялоо көйгөйү жана топологиялык мейкиндиктердин кеңейүүлөрү жөнүндөгү 

түрдүү жалпы маселелери коюлган. А.А. Бөрүбаев тарабынан тихоновдук мейкиндиктердин бир калыптуу 

структуралардын жардамы менен бардык паракомпактуу, күчтүү паракомпактуу, линделѐфтук жана 

Дьедонне боюнча толук кеңейүүлөрүнүн көптүгү тургузулган.  

Бул илимий макалада бардык санактуу паракомпактуу кеңейүүлөрдүн көптүгү тургузулган. 

Ачкыч сөздөр: санактуу паракомпактуу кеңейүү, секвенциалдуу толуктуулук, Дьедонне боюнча 
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Abstract: One of the central theme in general topology is the theme related to various types of extensions of 

topological spaces. M. Stone noted that one of the interesting and difficult problems of general topology is the study 
of all extensions of a given topological spaces. Based on the general problem of M. Stone, B. Banashevsky 

systematized the general problems of the theory of extensions. P.S. Aleksandfoff posed the problem of classifying 

compact extensions and formulated various general problems on extensions of topological spaces. A.A. Borubaev, 

using uniformity, constructed the sets of all paracompact, strongly paracompact, Lindelof and Dieudonne complete 

extensions of Tychonoff spaces. In this paper, using uniform structures, we construct the sets of all countably 

paracompact extensions. 

Keywords: countably paracompact extensions, sequentially completeness, Dieudonne sequentially 

completeness, countably preparacompactness, preuniversality 

 

А.А. Борубаевым [1], [3] при помощи равномерности построены множества всех 

паракомпактных и близкие к нему расширения тихоновских пространств. В работе [2] 

построены множества всех   -полные по Дъедонне расширения. Индекс компактности и 

суперпаракомпактные расширения изучены в работе [4].  

Известно, что на каждом счетно паракомпактном пространстве его универсальная 

равномерность является секвенциально полной, а система всех счетно открытых покрытий 

пространства образует базу универсальной равномерностью. Пусть M  -всюду плотное 

подпространство пространства X , V  -равномерность на M , порожденная 

равномерностью U . Тогда равномерное пространство ),( UX  является секвенциальным 

пополнением равномерного пространства ),( VM . Следует отметить, что равномерность 

V , вообще говоря, не является универсальной равномерностью, но обладает 

специальным свойством – счетно предпаракомпактностью. По счетной 

предпаракомпактностью пространства M  можно построить все его счетно 

паракомпактные расширения, т.е. получить эти расширения как секвенциальные 

пополнения пространства M  по счетно предпаракомпактности. 

Напомним [2], что равномерное пространство ),( UX  называется секвенциально 

полным, если всякий фильтр Коши F , имеющий счетную базу B  сходится в нем. 

Равномерное пространство )
~

,
~

( ss UX  называется секвенциальным пополнением 

равномерного пространства ),( UX , если: 1) sXX
~

 ; 2) ),( UX   всюду плотно в ),
~

( ~
sUsX 

; 3) )
~

,
~

( ss UX  -секвенциально полное равномерное пространство.  

Пусть ),( UX  -равномерное пространство и )(Us  -множество всех минимальных 

фильтров Коши равномерного пространства ),( UX , каждое из которых имеет счетную 

базу [1], [2].  

Пусть )(XU  -множество всех равномерностей на множестве X . Две равномерности 

U  и V  будем считать эквивалентными VU ~ , если )()( VU ss   . Положим 

}~:)({)( VUXUVUEs  . Ясно, что )(UEs  является частично упорядоченным 

отношением. 

Нормальную последовательность }{ n  покрытий множества X  будем называть 

)(Us -нормальной, если  Fn  для любых )(UF s  и Nn .  

Для любой равномерности U  на множестве X  множество )(UEs  имеет 

наибольший элемент. Действительно, пусть }{ n  и }{ n  - )(Us -нормальные 
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последовательности покрытий X . Тогда система }{ nn    является )(Us -нормальной 

последовательностью покрытий множества X . Система 
s

U  всех )(Us -нормальных 

последовательностей покрытий множества X  является равномерностью на множестве X . 

Заметим, что )()(
s

UU ss   . Докажем, что 
s

U  -наибольший элемент )(UEs . Пусть 

)(UEV s  и V . Тогда существует нормальная последовательность покрытий }{ n  из 

V  такая, что 
1  . }{ n  - )(Us -нормальная последовательность покрытий, поскольку 

)()( VU ss   . Следовательно, 
s

Un  }{ , 
s

UV  . 

Наибольший элемент 
s

U  частично упорядоченного множества )(UEs  будем 

называть s -лидером равномерности U . Равномерное пространство ),( UX  называется 

предуниверсальным, если 
s

UU  . 

Равномерное пространство ),( UX  является предуниверсальным тогда и только 

тогда, когда секвенциальное пополнение )
~

,
~

( ss UX  равномерного пространства ),( UX  

является универсальным пространством, в самом деле, пусть V  -такая равномерность на 

X , что )
~

()
~

( ssss VU   . Поскольку )
~

,
~

( ss UX  секвенциально полное пространство, то 

)
~

( ss U  есть множество всех фильтров окрестностей точек пространства )
~

,
~

( ss UX , 

имеющих счетную базу. Ясно, что XUU sss  )
~

()(  , поэтому )()( VU ss   , где V -

равномерность на X , порожденная равномерностью sV
~

. Ясно, что ss UV
~~

 . 

Следовательно, )
~

,
~

( ss UX  универсальное пространство. Обратно, пусть )
~

,
~

( ss UX  -

универсальное пространство и 
s

U  . Тогда }:
~

{~   AAss , где 
sXss AXXA ~]\[\

~~
  

есть покрытие )
~

,
~

( ss UX . Система }:~{
s

Us    является базой для некоторой 

равномерности 
s

U

~
 на sX

~
. sUU

s

~~
 , поскольку sU

~
 -универсальная. Итак, 

s
UU  . 

Определение 1 [2]. Топологическое пространство X  называется  -полным по 

Дьедонне, если на нем существует  -полная равномерность.  

0 -полное по Дьедонне пространство называется секвенциально полным по 

Дьедонне пространством [2].  

Топологическое пространство X  секвенциально полно по Дьедонне тогда и только 

тогда, когда универсальная равномерность пространства X  секвенциальна полна [2].  

В самом деле, пусть топологическое пространство X  секвенциально полно по 

Дьедонне. Тогда найдется равномерность U  на X , такая что ),( UX  секвенциально 

полно. Пусть 
XU  -универсальная равномерность на X  и F  -произвольный фильтр Коши 

равномерного пространства ),( XUX , имеющий счетную базу. Тогда фильтр Коши F  

имеющий счетную базу сходится в ),( UX  т.е. в ),( XUX . Значит, ),( XUX  секвенциально 

полно.  
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Пусть )(XDs  -множество всех секвенциально полных по Дьедонне расширений, а 

)(XU
sD  -множество всех предуниверсальных равномерностей тихоновского 

пространства X . Множество )(XDs  частично упорядочено относительно порядка "" , а 

)(XU
sD  частично упорядочено по включению "" . 

Теорема 1. Для любого тихоновского пространства X  частично упорядоченные 

множества )(XDs  и )(XU
sD

 
изоморфны. 

Доказательство. Пусть задано отображение )()(: XDXUF sDs s
 , XsUF Us )( , 

)(XUU
sD , и расширение XsU  пространства X . Ясно, что )()( XDUF ss  . Пусть 

)(, XUVU
sD  и )()( XsVF Us  . Положим )()( VFUF ss  . Найдется XsXsf VUs :  

такое, что VUs ssf  . Пусть sU
~

 и sV
~

 -универсальные равномерности пространств XsU  и 

XsV  соответственно. Заметим, что }
~~:~{ 1

sssU UsU     и }
~~

:
~

{ 1

sssU VsV    . 

)
~

,()
~

,(: sVsUs VXsUXsf   -равномерный изоморфизм, так как XsXsf VUs :  -

гомеоморфизм, а sU
~

 и sV
~

 -универсальные равномерности. Отсюда следует, что VU  . 

Пришли к противоречию. Итак, )()( VFUF ss  . Докажем сюръективность отображения sF . 

Пусть )(XDsX s
 

и sU
~

 -универсальная равномерность на нем. Положим 

}
~~:~{ 1

sss UsU    . Заметим, что U  -предуниверсальная равномерность на X . Легко 

видеть, что )
~

,( sUsX  является секвенциальным пополнением равномерного пространства 

),( UX . Следовательно, XsUF Us )( . Теперь остается показать, что отображение 

)),(()),((:  XDXUF sDs s
 -изоморфизм. Пусть )(, XUVU

sD  такие, что UV  . Пусть 

XsUF Us )( , XsVF Vs )( . Пусть )
~

,( sU UXs  -секвенциальное пополнение пространства 

),( UX , )
~

,( sV VXs  -секвенциальное пополнение пространства ),( VX . Очевидно, что 

тождественное отображение ),(),(: VXUXiX   равномерно непрерывно. Тогда 

существует такое равномерно непрерывное отображение )
~

,()
~

,(: sVsUs VXsUXsf  , что 

VUs ssf  . Отсюда следует, что XsXs UV  . Обратно, пусть XsXs UV  . Тогда 

существует такое непрерывное отображение XsXsf VUs : , что VUs ssf  . Если sU
~

 и 

sV
~

 -универсальные равномерности пространств XsU , XsV  соответственно, то 

отображение )
~

,()
~

,(: sVsUs VXsUXsf   равномерно непрерывно. Так как VUs ssf   и 

}
~~:~{ 1

sssU UsU     и }
~~

:
~

{ 1

sssU VsV    , то UV  . Следовательно, отображение 

)),(()),((:  XDXUF sDs s
 является изоморфизмом. 
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Пусть X -тихоновское пространство. Через )(XT  обозначим множество всех 

тихоновских расширений, )(XCP  -множество всех счетно паракомпактных расширений 

X . )()( XTXCP   и по отношению ""  оно частично упорядочено.  

Определение 2. Пусть ),( UX -равномерное пространство. Равномерность U  

называется счетно предпаракомпактным, если всякое счетное покрытие   множества X , 

такое что  F  для любого )(XF s  содержится в равномерности U . 

Пусть )(XU CP  -множество всех счетно предпаракомпактных равномерностей 

тихоновского пространства X . 

Теорема 2. Для пространства Х , частично упорядоченные множества )),(( XCP  и 

)),(( XUCP  попарно равномерно изоморфны. 

Доказательство. Пусть задано отображение )()(: XCPXUP CP  , XsUP U)( , где 

XsU  -расширение X . Расширение XsU  строится как секвенциальное пополнение X  по 

равномерной структуре U . Покажем справедливости равенства )())(( XCPXUP CP  . 

Пусть )(XUU CP  и XsUP U)( . Пусть ̂  -счетное открытое покрытие пространства 

XsU , элементы которого состоят из канонически открытых множеств XsU . Пусть U   -

универсальная равномерность XsU . Через   обозначим след покрытия ̂ . Тогда для 

каждого минимального фильтра Коши )(XF s  существует фильтр окрестностей )(xB  

некоторой точки Xsx U  такой, что }:{ BOXOF xx  . Следовательно,  F  

для любого sF  . Так как, равномерность U  счетно предпаракомпактна, то   является 

элементом равномерности U . Ясно, что    принадлежит в U
~

, а   принадлежит в U , 

где       AA XsU
: ,       AA

Xs
Xs

U
U

: . Отсюда следует, что   ˆ , т.е. 

U ̂ . Тогда существует локально конечное открытое покрытие   такое, что   . 

Пусть U ̂  такое покрытие, что   Xˆ . Легко видеть, что покрытие ̂  также 

является локально конечным покрытием, вписанное в счетное открытое покрытие ̂ . 

Следовательно, )())(( XCPXUP CP  .  

Теперь докажем справедливость обратного включения. Пусть sX
 

-некоторый 

элемент из )(XCP , а U   -универсальная равномерность sX , которая имеет базу, 

состоящую из локально конечных покрытий UB  . Заметим, что равномерная 

структура U , порожденная равномерной структурой U  , тоже обладает базой, состоящую 

из локально конечных покрытий. Покажем, что )(XUU CP . Выберем такое счетное 

открытое покрытие   множества X , что   и F  имеют общий элемент для всякого F  

из )(UF s . Для каждого Xsx U
 
найдется такое открытое множество xÂ  в XsU , что 

след множества xÂ  на X  содержится в  . Положим  XsxA Ux  :ˆ̂ . Так как U  -

универсальная равномерная структура, то счетное покрытие ̂  является равномерным 
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покрытием относительно U  . Пусть  X  ˆ . Ясно, что   . Тогда согласно 

определению равномерности имеем, что U , т.е. U является счетно 

предпаракомпактной. Таким образом sXUP )( . Значит, множество )(XCP  содержится в 

множестве ))(( XUP CP
. 
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