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Аннотация: Известно, что при низких температурах каждому основному состоянию 

соответствует предельная мера Гиббса. Следовательно, задача изучения множества основных состояний 

для данной физической системы является актуальным. Рассматривается модель Изинга-Поттса на дереве 
Кэли. B рассматриваемой работе изучается основное состояние для модели Изинга-Поттса с тремя 

состояниями на дереве Кэли. Известно, что существует взаимно-однозначное соответствие между 

множеством вершин  дерева Кэли порядка  и группой , где – свободное произведение  

циклических групп второго порядка. Определяются периодические и слабо периодические основные 

состояния, соответствующие нормальным делителям группы .  

Ключевые слова: дерево Кэли, модель Изинга-Поттса, периодические и слабо периодические 

основные состояния. 
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Abstract. It is known that at low temperatures, each ground state corresponds to a Gibbs limit measure. 

Therefore, the task of studying the set of basic states for a given physical system is relevant. The Ising-Potts model 

on the Cayley tree is considered. In this paper, we study the ground state for the Ising-Potts model with three states 

on the Cayley tree. It is known that there exists a one-to-one correspondence between the set of the vertices  of 

the Cayley tree of order  and a group   being a free product of  cyclic groups of second order. We define 

periodic and weakly periodic ground states corresponding to normal divisors of the group . Periodic and weakly 

periodic ground states corresponding to the normal divisor of group  are determined. 

Keywords: Cayley tree, Ising-Potts model, periodic and weakly periodic ground states. 

 

Введение. Каждой мере Гиббса сопоставляется одна фаза физической системы. Если 

существует более чем одна мера Гиббса, то говорят, что существуют фазовые переходы. 

Основная проблема для данного гамильтониана – это описание всех отвечающих ему 

предельных мер Гиббса. Известно, что фазовая диаграмма Гиббсовых мер для данного 

гамильтониана близко к фазовой диаграмме основных изолированных (устойчивых) 
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состояний этого гамильтониана. При низких температурах основному состоянию 

соответствует предельная мера Гиббса (см.[1], [2]). Поэтому, естественно возникает 

задача описания основных состояний. В работе [5] изучена трансляционно-инвариантные 

и периодические основные состояния для модели Изинга на дереве Кэли. В работе [6] 

вводится понятие слабо периодических основных состояний. Слабо периодические 

основные состояния для модели Изинга с конкурирующими взаимодействиями описаны в 

работах [6], [7]. Периодические основные состояния для модели Поттса с 

конкурирующими взаимодействиями на дереве Кэли порядка изучены в работе [8], 

[9]. В работе [10] для модели Поттса изучены слабо периодические основные состояния 

для нормального делителя индекса 2. В работе [11] для модели Поттса с конкурирующими 

взаимодействиями на дереве Кэли порядка  описано множество периодических и 

слабо периодических основных состояний, соответствующих нормальным делителям 

индекса 4 группового представления дерева Кэли. 

В работе [12] изучены периодические и слабо периодические основные состоянии 

для модели на дерево Кэли. А в работе [13] для модели Изинга изучена 

периодические основные состояние относительно подгруппы индекса три. В данной 

работе рассматривается одна модель смешанного типа (далее назовем моделью Изинга-

Поттса) на дереве Кэли порядка . Цель этой работы определение достаточных 

условий  существования Гиббсовых мер для этой модели.  

Пусть  есть дерево Кэли порядка , т.е. бесконечное дерево, из 

каждой вершины которого выходит равно  ребер, где  –множество вершин,  – 

множество ребер  

Пусть  – свободное произведение  циклических групп  второго 

порядка с образующими , соответственно т.е.    (см.[3]). 

Существует взаимно-однозначное соответствие между множеством вершин  

дерево Кэли порядка  и группой (см. [3], [4]). 

Две вершины  называются соседними, если они представляют собой 

концевые точки некоторого ребра  и в этом случае мы будем писать 
 

Для произвольной точки  положим , 

 , где 
 
– расстояние между   и  на 

дереве Кэли, т.е. число ребер пути, соединяющее   и . 

Обозначим через  множество "прямых потомков"  точки , т.е. если 

, то . Через  обозначим множество всех 

ближайших соседей точки  т.е.  и через  обозначим 

единственный элемент множества . 

Пусть –фактор группа, где нормальный делитель 

индекса .  
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Определения 1. Конфигурация   называется  - периодической, если 

 при  . -периодическая конфигурация называется 

трансляционно-инвариантной. 

Для данной периодической конфигурации индекс нормального делителя 

называется периодом конфигурации. 

Определение 2. Конфигурация  называется -слабо периодической, если 

 при  
 

. 

Модель Изинга. Рассмотрим функцию  которая сопоставлять вершины со 

значениями спина. Мы рассмотрим модель, где спиновые переменные принимают 

значения из множества  и расположены на вершинах дерева. Тогда  

конфигурация  на  определяется как функция ; множество всех 

конфигураций совпадает с . 

Гамильтониан модели Изинга определяется как  

где ,  ближайшие соседи. 

Модель Поттса. Модель Поттса рассматривается как обобщением модели Изинга. 

Рассмотрена функция  которая сопоставлять вершины со значениями спина 

  и расположенные на вершинах дерева. Тогда  конфигурация  на 

 определяется как функция ; множество всех конфигураций 

совпадает с  

Гамильтониан модели Поттса определяется как  

где ,  ближайшие соседи и  символ Кронекера:  

Модель Изинга-Поттса с параметром  

Мы рассматриваем модель, где спин принимает значения из множества . 

Конфигурация  на  определяется как функция  множество всех 

конфигураций совпадает с   

Гамильтониан модели Изинга-Поттса с параметром  имеет вид 

 

 

где   символ Кронкера. 

Система функциональных уравнений 

Мы приведем систему функциональных уравнений решения которых дают 

предельную меру Гиббса модели Изинг-Поттса с параметром   

Пусть   векторная функция от  

Рассмотрим распределение вероятностей  на : 
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где  и  

для    

Рассмотрим условие согласованности для : 

 

для всех  и . 

Учитывая теорему Колмогорова, существует единственная предельная мера Гиббса 

 на  такой, что для каждого  и , имеет место равенство: 

  
Доказано следующая 

Теорема 1. Вероятностное распределение
 

 согласованно при  тогда и 

только тогда  для любого   имеют место следующие: 
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где    для всех  
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