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Аннотация: Работа посвящена теореме типа Фрагмена–Линделефа для бигармонических функций, 

которая получена с помощью формул Карлемановского типа. Доказывается интегральное представление 

для бигармонических функций. При помощи этого интегрального представления получается некоторые 

свойства (оценка роста, формула Карлемана) бигармонических функций определенного класса в . 
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Теоремы типа Фрагмена-Линделѐфа появились в литературе со времен знаменитой 

статьи Эдварда Фрагмена и Эрнста Линделофа 1908 года [1]. Теорема Фрагмена-

Линделофа “на бесконечности” устанавливает существование асимптотических пределов 

функции на бесконечности и дает представление о природе этих пределов, когда  функция 

лежит в соответствующем классе решений. 

Теоремы типа Фрагмена-Линделѐфа  часто изучался в течение последнего столетия. 

Например Альфорс [2] расширил результаты из [1] к верхнему полупространству   , 

Гильбарг [3] и Серрин [4] рассмотрели более общие эллиптические уравнения второго 

порядка, а Витоло рассмотрел задачу в угловых секторах. Курта [5] и Джин-Ланкастер 

[6,7,8] рассматривали квазилинейные эллиптические уравнения и негиперболические 

уравнения, в то время как Капуццо-Витоло [9] и Армстронг-Сираков-Смарт [10] 

рассматривал полностью нелинейные уравнения. Адамович [11] изучал различные 

неограниченные области для подрешений уравнения p-Лапласа с переменным 

показателем, в то время как Бхаттачарья [12] и Гранлунд-Марола [13] рассматривали 

бесконечно-гармонические функции в неограниченных областях. Аналогичные теоремы 

рассматривались в работах [14,15]. Эта задача встречается для гармонических функциях в 

работах Евграфова и И.А. Чегиса [16], А.Ф. Леонтьева [17]. И.С. Аршоном[18], 
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Ш. Ярмухамедова [19] и З.Р.Ашуровой [20] - [23].  В статьях [24]-[25] получены подобные 

результаты для бигармоничеких функций. 

В этой работе мы изучаем некоторые новые результаты: теорему типа Фрагмена-

Линделофа для бигармонических функций заданных в   .  Основной результат, 

приведенный в этой заметке, изложен в теореме 2. 

         - трехмерное вещественное евклидово пространство  

  (        )   (        )  
  (       )    (       )   |   |  

  √(     )  (     )      ,   {    (        )      
 

 
    }  

Пусть бесконечная область D двухмерного пространство и бигармоническая в D 

функция  ( ), непрерывная вплоть до границы со своими частными производными до 

третьего порядка включительно. Требуется показать, что если функция  ( ), ее 

нормальная производная, лапласиан функции и нормальная производная этого лапласиана 

ограничены на границе D и  ( )  неограниченна внутри, то при      она должна расти 

внутри D со скоростью, не меньшей некоторой предельной, и оценить эту предельную 

скорость роста. 

 Определяя функции   (   ) и   (   ),     следующими равенствами  
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     (   )
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,                     (1)  

                       (   )     
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где                    ,       положительные числа, (в дальнейшем обозначим с 

помощью      все постоянные числа, которым мы будем часто пользоваться в  

дальнейшем).  

Теорема 1. Для функция   (   ) определенная формулой (2), справедлива 

равенство , , где  гармоническая функция  

по переменной включая   = х и при        (   ) является функцией Карлемана для 

области  .                   

Теорема 2.  Пусть  ( ) - бигармоническая функция определенная в D, имеющая 

непрерывные частные производные до третьего порядка вплоть до конечных точек 

границы    и   

∑(|   ( )|  |
      ( )

  
|)

 

   

             | |                  

                ( )       ∫ (∑ (|   ( )|  |         ( )|) 
   )|  |  

  
    

Тогда                     выполняется       ( )   . 

Теорема точно, так как можно построить пример бигармонической функции, 

которой устанавливает его точность. 

Рассмотрим функцию   ( )  в области     , где D-неограниченная область,     
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Введем следующее обозначения:  
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получим  (        )   ,   (      
 

  
)   .    Вычислим частные производные первого и 

второго порядка функций      : 
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Складывая полученные равенства, выводим 
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Далее вычислим частные производные функции   ( )  
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А также находим частные производные второго порядка: 
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Складывая полученные равенства, выводим 
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На основании равенств (3)-(6) окончательно имеем:     , поэтому      , т.е  ( )  

бигармоническая функция.  

Пример бигармонической функции               показывает, что ограничение на 

рост нормальной производной, выражаемой интегральным неравенством, ослабить 

нельзя. 
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