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Аннотация: Для уравнений смешанного типа второго рода в неограниченных областях нелокальные 

краевые задачи в многомерном случае практически не исследованы. 

С этой целью в данной работе в неограниченном параллелепипеде формулируется и изучается полу 

нелокальная краевая задача периодического типа для трехмерного уравнения смешанного типа второго 

рода второго порядка. Для доказательства единственности обобщѐнного решения используется метод 

интегралов энергии. Для доказательства существования обобщѐнного решения сначала используется 

преобразование Фурье и в результате получается новая задача на плоскости, а для разрешимости этой 

задачи используется методы "ε -регуляризации" и априорных оценок. Используя эти методы, и равенство 

Парсеваля, доказывается единственность, существование и гладкость обобщѐнного решения одной 

нелокальной краевой задачи периодического типа для трехмерного уравнения смешанного типа второго 
рода второго порядка. 
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Abstract: For equations of mixed type of the second kind in unbounded domains, nonlocal boundary value 

problems in the multidimensional case are practically not studied. 

To prove the uniqueness of the generalized solution, the method of energy is used. To prove the existence of a 

generalized solution, the Fourier transform is first used, and as a result, a new problem in the plane is obtained, 

and for the solvability of this problem, the methods of “ε -regularization” and a priori estimates are used. Using 

these methods and Parseval’s equality, we prove the uniqueness, existence and smoothness of a generalized solution 
of a non-local boundary value problem of periodic type for a three-dimentional mixed-type equation of the second 

kind of the second order. 
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В процессе исследования нелокальных задач была выявлена тесная взаимосвязь 

задач с нелокальными краевыми условиями и обратными задачами. К настоящему 

времени достаточно хорошо изучены обратные задачи для классических уравнений 

математической физики [3]. Обратные задачи для уравнений смешанного типа как 

первого, так и второго рода в ограниченных областях изучены в [2]. Значительно менее 

изученными являются обратные задачи для уравнений смешанного типа первого рода 

второго порядка в неограниченных областях [4, С. 3606-3615], [5, С. 1-12], а для 

уравнений смешанного типа второго рода второго порядка в неограниченных областях 

обратные задачи практически не исследованы. 

Для решения данной проблемы в настоящей работе, по исследованию однозначной 

разрешимости обратных задач для уравнений смешанного типа второго рода второго 

порядка в неограниченном параллелепипеде предлагается метод, который основан на 

приведении обратных задач к прямым с полунелокальным краевым условием 

периодического типа  для семейства нагруженных интегро-дифференциальных уравнений 

смешанного типа второго рода второго порядка в ограниченной прямоугольной области. 

Напомним, что нагруженным уравнением принято называть уравнение с частными 

производными, содержащее в коэффициентах или в правой части значения тех или иных 

функционалов от решения уравнения [6, С.86-94]. 

В области  

(0,1) (0, ) {( , , ); (0,1),0 , .}G T R Q R x t z x t T z R              

рассмотрим трехмерное уравнение смешанного типа второго рода:
 

( ) ( , ) ( , ) ( , , ),tt tLu k t u u а x t u c x t u x t z                           (1) 

где xx zzu u u   - оператор Лапласа и пусть (0) 0 ( ).k k T   Здесь 

( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ),x t y g x t y h x t f x t y     ( , , )g x t y  и ( , , )f x t y  -заданные функции, а функция 

( , )h x t  подлежит определению. 

Уравнение (1) относится к уравнениям смешанного типа второго рода, так как на 

знак функции ( )k t  по переменной t  внутри области Q  не налагается никаких ограничений 

[1, C.100]. 

Линейная обратная задача. Найти функции ( ( , , ), ( , )u x t z h x t ) удовлетворяющие 

уравнению (1) в области G , такие что, функция ( , , )u x t z  удовлетворяет следующим полу 

нелокальным краевым условием периодического типа 

0
,

t t T
u u

 
                                                 (2) 

0 1
, 0,1,p p

x x
x x

D u D u p
 
                                     (3) 

Далее будем считать, что ( , , )u x t z  и ( , , ) 0zu x t z   при | | ,z   ( , , )u x t z  абсолютно 

интегрируема по z  на R  при любом  ,x t  в .Q
                             (4) 

Кроме того, решение задачи (1)-(4) удовлетворяет дополнительному условию 

0 0( , , ) ( , ),u x t x t    где  0 R                                  (5) 

а функции ( , , )u x t z и ( , )h x t  принадлежит классу 
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 2,3 2

2 2( , ) ( ); ( ).}U u h u W G h W Q    

Здесь 
3

2
2, ( )W G  Банахово пространство с нормой 

2 2 21/2 3
2,3 2( ) ( )
2 2

ˆ(2 ) (1 ) ( , , ) ,
W G W Q

u u x t d   






     

где  
2
2( )W Q   пространство Соболева с нормой 

22 2

2 ( )
2

2

.lW Q
Q

D dxdt



  


     

Здесь  мульти индекс, D  обобщѐнная производная по переменным x и ,t
 

1/2ˆ( , , ) (2 ) ( , , ) i zu x t u x t z e dz 


 



   

преобразование Фурье по переменной ,z  функции ( , , ).u x t z  

Определение 1. Обобщѐнным решением задачи (1)-(5) будем называть функцию 

( , , ) ,u x t z U  удовлетворяющую уравнению (1) почти всюду с условиями (2)-(5). 

Пусть все коэффициенты уравнения (1) достаточно гладкие функции в области ,G  и 

пусть выполнены следующие условия относительно коэффициентов, правой части и 

заданной функции 0 ( , )x t ; 

Условие 1: 

периодичность: ( ,0) ( , ); ( ,0) ( , ).a x a x T c x c x T   

нелокальное условие: ( ,0, ) ( , , ),g x z g x T z   ( ,0, ) ( , , ),f x z f x T z  
 

гладкость: 0,1 3,3 1,3
0 0 , 0 2 2( , , ) ( , ) ( ), ( , ) 0; ( ), ( ).x tf x t l f x t C Q f x t f W Q g W Q       

Условие 2: 
3

0 2 0 0 0 00 0 1
( , ) ( ); , 0,1,2; 0.q q

t tt t T x x
x t W Q D D q     

   
      

Теорема 1. Пусть выполнены вышеуказанные условия 1 и 2 для коэффициентов 

уравнение (1), кроме того, пусть 12 0ta k k B    , 2( , ) ( , ) 0 ,tc x t c x t b     для всех 

( , ) ,x t Q  где 2
ln 0

T
    и 1,   и пусть существует положительные числа 

1, ( )c    (коэффициенты неравенство Коши) такие, что для 0 1 2min{ , , }b B b  

имеют оценки 
1

0 ( ) 0,b с      
1 2 1( ) 11 0,с       

3,3
2

2

( )

1
,

2W G
q M f   где 

0,1
,

2 1 2

0 ( )
( ),

x tC Q
M const m f      1 2 310 ,m c c c  

4

1 2 3
,

(1 )

d
с

 







  


  ( 2,3)ic i   

коэффиценты теорема вложения Соболева. 

Тогда функции 

1/2 ˆ( , , ) (2 ) ( , , ) ,i zu x t z u x t e d  






   



 

68 
 

2 0
0

0

1 1
ˆ( , ) [ ( , , ) ],

( , ) 2

i
h x t e u x t d

f x t

  






     

здесь 0 0 0 0;L g   0 0 0 0 0 0( ) ( , ) ( , ) ,tt xx tL k t а x t c x t         являются единственным 

решением линейной обратной задачи (1)-(5) из указанного класса U , где функция
 

ˆ( , , )u x t   подлежит к определению. 

Однозначное разрешимость задачи (1)-(5) докажем с помощью преобразованием 

Фурье, т.е. для нахождение решение задачи (1)-(5), применяем преобразование Фурье по 

переменной ,z  для задачи (1)-(5) и в прямоугольнике (0,1) (0, )Q T   получим для 

нагруженных  интегро-дифференциальных уравнений Трикоми вспомогательную задачу: 

2

2 0
0

0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( , ) ( ( , ) ) ( , , )

ˆ ( , , ) 1 ˆˆ ˆ[ ( , , ) ] ( ),
( , ) 2

tt xx t

i

Lu k t u u a x t u c x t u g x t

f x t
e u x t d F u

f x t



 


  







      

   
                          (6) 

с полунелокальными краевыми условиями: 

0
ˆ ˆ ;

t t T
u u

 
                                                       (7) 

0 1
ˆ ˆ 0,

x x
u u

 
                                                  (8) 

где,
 

( , ),R     

1/2ˆ ( , , ) (2 ) ( , , ) i zf x t f x t z e dz 


 



   

-преобразование Фурье по переменной ,z  функции ( , , ).f x t z
 

Сначала методами "ε-регуляризации", априорных оценок и сжимающихся 

отображение доказывается единственность и существование обобщѐнного решения 

вспомогательной задачи (6)-(8). Используя эти методы, и равенство Парсеваля, 

доказывается однозначное разрешимость обобщѐнного решения обратной задачи с полу 

нелокальными краевыми условиями периодического типа для трехмерного уравнения 

смешанного типа второго рода второго порядка в неограниченном параллелепипеде. 
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