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Аннотация. В статье исследуется линейная сингулярно-возмущенная дискретная задача 

оптимального программного управления с малым шагом. На основе совместного использования методов 

разделения движений и моментов предложен алгоритм построения равномерного нулевого 

асимптотического решения рассмотренной задачи. Алгоритм решения задачи построена для 

асимптотической линейной сингулярно-возмущенной дискретной системы, которая аппроксимирует 

эквивалентную систему, полученной при полном разделении переменных состояния исходной системы, и 

она состоит из двух подсистем низкого порядка, решения которых находится независимо, причем они 

связаны с управляющей функцией. Поправка к следующим приближениям не представляет трудности, так 

как все изложенные процедуры аналогично повторяются и для всех высших приближений. 

Ключевые слова: линейные сингулярно-возмущенные дискретные системы с малым шагом, быстрые 
и медленные переменные, асимптотическая система, оптимальная траектория, оптимальное управление 
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Аннотация. Макалада дискреттик майда кадам менен сызыктуу сингулярдык-козголгон 

оптималдык программалык башкаруу маселеси изилденди. Каралган маселенин бир калыпта 

асимптотикалык нѳлдүк чыгарылышынын алгоритмасы кыймылды бѳлүштүрүү жана моменттер 

методдорун биргеликте колдонуу менен сунушталды. Маселенин чыгарылышынын алгоритмасы изделип 

жаткан системанын абалдарынын ѳзгѳрмѳлѳрүн толук бѳлүү менен алынган эквиваленттик системага 

аппроксимацияланган  асимптотикалык сингулярдык-козголгон дискреттик сызыктуу система үчүн 

түзүлдү жана ал система тартиби тѳмѳн болгон, чыгарылыштары ѳз алдынча табылган жана бири бири 

менен башкаруу функциясы менен байланышып турган эки системанын алдындагы системалардан 

куралган. Кийинки жакындаштырууларды алуу татаал деле эмес, алынган жыйынтыктар кийинки 
чыгарылыштар үчүн аналогиялуу алынат. 

Ачкыч сѳздѳр: майда кадам менен сызыктуу сингулярдык-козголгон дискреттик система, тез жана 

жай ѳзгѳрмѳлѳр, асимптотикалык система, оптималдык траектория, жай жана тез системанын 

алдындагы системалардын оптималдык траекториялары, Риккати жана Ляпунов теӊдемелери, 

моменттик катнаштар. 
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Annotation. The article investigates a linear singularly perturbed discrete problem of optimal programmed 

control with a small step. Based on the joint use of methods for separating motions and moments, an algorithm for 

constructing a uniform zero asymptotic solution of the considered problem is proposed. An algorithm for solving the 
problem is constructed for an asymptotic linear singularly perturbed discrete system that approximates the 

equivalent system obtained by completely separating the state variables of the original system and it consists of two 

low-order subsystems, the solutions of which are found independently, and they are associated with the control 

function. The correction to the next approximations is not difficult, since all the above procedures are similarly 

repeated for all higher approximations. 
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Введение. Работа посвящена построению асимптотических решений линейной 

сингулярно-возмущенной дискретной задачи оптимального управления. Задачи 

оптимизации сингулярно-возмущенных дискретных систем в различных постановках 

исследовались многими авторами. 

В [1], [2] формальное асимптотическое разложение решения дискретной сингулярно-

возмущенной линейно-квадратичной задачи с фиксированным левым концом и 

свободным правым построено с помощью асимптотического разложения решения 

системы, вытекающей из условий оптимальности управления. Во многих работах для 

построения решений задачи использовались «прямая схема» - метод построения 

асимптотического разложения решений задачи оптимального управления. В [3], [4], [5] 

прямая схема использовалась для дискретных задач оптимального управления с малым 

шагом. В [6] для дискретных слабоуправляемых систем и [7] дискретной периодической 

сингулярно-возмущенной линейно-квадратичной задачи. Дискретная задача о регуляторе 

состояния с малым шагом рассмотрена в [8], [9] путем построения асимптотики по малому 

шагу решения начальной задачи для соответствующего дискретного уравнения Риккати. 

Данная работа является продолжением исследований теории сингулярно-

возмущенной дискретной задачи оптимального управления. Такие исследования 

сохраняют свою актуальность и в настоящее время, так как многие задачи техники, 

экономики, биологии и других наук описываются дискретными моделями. Кроме того, 

дискретные задачи возникают при численной реализации непрерывных задач 

оптимального управления.  

Постановка задачи. Пусть движения объекта управления описывается линейной 

сингулярно-возмущенной дискретной системы с малым шагом 

  (   )    ( )    ( )        (1) 

где  ( )  ( ( )  ( ))
 
  ( )    ,   ( )     векторы переменных состояния,  ( )  

 ( )   постоянные матрицы: 
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)   ( )  (
  

 

 
  

)   

  ( )  (   )    ( )  (   )    ( )  (   )    ( )  (   )   

  ( )  (   )   ( )  (   )   ( )     вектор управления,  

  время переходного процесса: 

     *                       +  *       +   

  малый шаг,          малый параметр,        штрих обозначает 

транспонирование.  

Систему (1) перепишем в виде: 

 (   )     ( )     ( )     ( )       (2) 

  (   )     ( )     ( )     ( )  

Заданы начальные и конечные состояния системы (2): 

 (  )     ( (  )   (  ))
 
 ( ( )   ( ))

 
 (      )

    (3) 

 (  )     ( (  )   (  ))
 
 ( (  )   (  ))

 
 (     )

     (4) 

Рассмотрим задачу минимизации функционала   

  ∑   (  ) (  )   
        (5) 

при ограничениях (2) – (4). 

Предположим, что 

I. Собственные значения матрицы    удовлетворяют неравенству 

|    |              ̅̅ ̅̅ ̅̅     где    некоторая постоянная.  

При условии I как показано в [10] систему (2) можно заменить эквивалентной 

системой, у которой разделены медленные  ( ) и быстрые  ( ) составляющие вектора 

состояния: 

 ̃(   )   ̃ ( ) ̃( )   ̃ ( ) ( )          (6) 

  ̃(   )   ̃ ( ) ̃( )   ̃ ( ) ( )        (7) 

где 

 ̃(   )   (   )    ( ) ̃(   )    ̃(   )   (   )   ( ) (   )   (8) 

 ̃ ( )        ( )       ̃ ( )       ( )          

       ̃ ( )      ( ) ̃ ( )     ̃ ( )    ( )    ( )     

Матрицы  ( ) и  ( ) соответственно удовлетворяют следующим матричным 

уравнениям Риккати и Ляпунова: 

  ( )     ( )   ( )        ( )     (9) 

  ̃  ( )   ( ) ̃             (10) 

Уравнения (9), (10) имеют решения, которые могут быть представлены в виде 

равномерно сходящихся степенных рядов [10], [11]: 

  ( )  ∑    
       

    ( )  ∑    
       

       (11) 

Матрицы    и    (         ) определяются путем приравнивания 

коэффициентов при одинаковых степенях   в уравнениях (9), (10): 

       
           

  (           )     (12) 

            
  (       ∑         

   
   )                      

              
        (                  )  

    

       [         (∑       
   
   )  (∑       

   
   )  ]  
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Граничные условия системы (6) и (7) определяются соотношениями: 

 ̃(  )   ̃( )   ̃      ̃(  )   ̃( )   ̃       (13) 

 ̃(  )   ̃(  )   ̃      ̃(  )   ̃(  )   ̃      (14) 

где 

 ̃ ( )         ̃     ̃              (15) 

 ̃ ( )         ̃   ̃           

Теперь задачу (2) – (5) сформулируем в форме: среди всех допустимых управлений 

требуется найти управление   (   ) доставляющие минимум функционалу (5) при 

ограничениях (6) - (15). 

Решение задачи 

Наряду с задачей (5), (6) - (15) рассмотрим предельную задачу получающиеся из (2) 

при    :   

         ̅(   )     ̅( )     ̅( )     ̅(  )   ̅      ̅(  )   ̅  ̇        (16) 

 ̅( )     
     ̅( )    

     ̅( )  

где 

          
                 

         (17) 

Задача 1.  Среди всех допустимых управлений требуется найти управление   (   )  

 ̅( ) доставляющие минимум функционалу  

   ∑  ̅ (  ) ̅(  )   
         (18) 

при ограничениях (16), (17). 

Поведение системы (2) или (6), (7) в окрестности граничных точек существенно 

отличается от поведения системы (16). В связи с этим рассмотрим систему 

 ̅(   )     ̅( )     ̅( )        (19) 

   ̃(   )     ̃(   )     (   )      (20) 

Система (19), (20) аппроксимирует систему (6), (7) с точностью порядка   т.е., 

является асимптотической системой с точностью  ( ) и получается из (6), (7) при 

следующих приближениях: 

        
                 

         (21) 

       ̃            
        ̃       

       ̃            
       ̃       ̃( )   ̅( )    

     ̅( )  

Граничные условия системы (19), (20) определяются соотношениями: 

 ̅(  )   ̅( )   ̅       ̃(  )    ̃( )   ̃   ̃             (22) 

 ̅(  )   ̅(  )   ̅   ̃(  )   ̃(  )   ̃   ̃            (23) 

Системы (16) и (19), (20) отличаются только вторыми уравнениями. Начальное 

решение задачи (5), (6) - (15) построим для системы (19), (20).  

Задача 2.  Среди всех допустимых управлений требуется найти управление 

  (   ) доставляющие минимум функционалу (5) при ограничениях (19) - (23). 

Пусть система (19), (20) вполне управляема, т.е., выполняются условия [12]: 

II.     (            
      )      

III.     (            
      )     

Решения задачи (19), (20), (22) можно представить в виде   

 ̅(  )    
  ̅  ∑   

        ̅(  )    
       (24) 

 ̃(  )       
  ̃  ∑        

        
      (  )     (25) 

где   
      

  переходные матрицы однородных систем: 
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 ̅(   )     ̅( )           (26) 

  ̃(   )     ̃(   )  

При условиях II и III оптимальное управление задачи 2 будем искать в виде 

  
 (   )  {

 ̅( )                                                  

 ( )                                   
  (27) 

где    
    

 
      

     

 
  

Согласно теории проблемы моментов в силу соотношения (23) ограничение           

 ̅(  )   ̅  для медленной подсистемы (19) приводит к тому, что искомое оптимальное 

управление   
 (   )   ̅( ) должно удовлетворять условию [13], [14] 

∑   
        ̅(  )   ̅ 

   
         (28) 

где   ̅   ̅    
  ̅   

Из (28) следует, что удовлетворяющее моментному соотношению (28) и 

доставляющее минимум функционалу (5) оптимальное управление  ̅( ) равна [13], [14]: 

 ̅(  )    
 (  

     )
 
 ̅  (  )( ̅    

  ̅ )     (29) 

где  

 ̅(  )  ∑   
         

 (  
     )

 
    

       (30) 

Тогда оптимальные траектории задачи 1, соответствующее оптимальному 

управлению (29) определяются соотношениями: 

 ̅(  )    
  ̅  ∑   

        ̅(  )    
       (31) 

  ̃ (  )     
     ̅(  )       (32) 

где  ̃ (  )   ̅(  )    
     ̅(  )  

При       и      из (32) получаем: 

 ̃ (  )     
     ̅(  )   ̃ (  )     

     ̅(  )     (33) 

Из теории сингулярных возмущений [15] следует, что оптимальная траектория 

соответствующее оптимальному управлению (29) определяются из разности векторов 

 ̃( )   ̃ ( ). Этот разность с учетом (32) и (33) записывается в виде: 

 ̃(  )       
 ( ̃    

  (  )  (  ) ̅(  ))  ∑        
        

      (  )    
     ̅(  )    

(34) 

Оптимальное управление    
 (   )   ̅( )  имеющее минимальную норму и 

переводящее медленную подсистему (19) из начального состояния  ̅(  )   ̅  в конечное 

состояние  ̅(  )   ̅  известно. Переходим к построению оптимального управления 

  
 (   )   ( ) и соответствующую оптимальную траекторию  ̃ (   ) быстрой 

подсистемы (20). 

Функционал (5) с учетом (27) записывается в виде 

∑   (  ) (  )       
        (35) 

Тогда при      из  (34) с учетом (27) и (35) имеем 

∑        
      

      (
     

 
)         (36) 

где  

     ̃       
 ( ̃    

     ̅(  ))     
     ̅(  )   (37) 

Решение задачи (35), (36) согласно проблемы моментов [13], [14] записывается в 

виде  

 (  )    
 (  

     )
 
           (38) 
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где  

  (   )  ∑        
      

       
 (  

     )
 
    (39) 

Управление    
 (   )   (  ) переводит быструю подсистему (20) из начального 

состояния  ̃(  )   ̃  в конечное состояние  ̃(  )   ̃   имеет минимальную норму  и при  

    стремится к нулю. Оптимальная траектория  ̃ (   ) соответствующая 

оптимальному управлению (38) определяется из (34). С учетом (37) - (39)  ̃ (   ) равна: 

 ̃ (    )       
 ( ̃    

  (  )  (  ) ̅(  ))   

  ∑        
        

       
 (  

     )
 
        

     ̅(  )   (40) 

Оптимальная траектория  ̃ (   ) удовлетворяет всем граничным условиям (22), (23) 

и для нее имеет место предельное соотношение  

        ̃ (   )   ̃    
     ̅(  )    

     ̅( )     (41) 

Следует заметить, что быстрая подсистема (20) рассматривается на большом 

промежутке времени, т.е. коэффициенты этой подсистемы считаются медленно 

меняющимся функциями [16].   

Оптимальная траектория  ̃ (   ) выходя из начальной точки направляется к 

траектории  ̅( ) (31) и в течении достаточно долгого времени находится вблизи этой 

линии (при достаточно малых  ), и уходит с неѐ через точки переключения для 

достижения заданного конечного состояния. Точкой переключения является точка 

пересечения графиков функции  ̃ (   ) (40) выходящей из начальной и конечной точки.  

Алгоритм решений задачи. В результате имеем следующий алгоритм решений 

задачи 1: 1) выбор данных системы (2):                                                и    

2) проверка условий I, если условие I выполняется, то переход осуществляется к 

пункту 3, в противном случае заново вводится новые данные системы (2); 

3) по формулам (17) формируются матрицы   ,    и проверяется условия II и III, 

если эти условия выполняются, то переход осуществляется к пункту 4, в противном 

случае заново вводится новые данные системы (2);  

4) в результате вычислений по формулам (29) – (31) имеем решения предельной 

задачи 1:  ̅(  )   ̅(  )   ̅(  )   

5) в результате вычислений по формулам (38) – (40) получаем решения задачи 2 для 

быстрой подсистемы (20):  (  )   (   )   ̃(    )   

6) по результатам вычислений пункта 4 и 5 представляем графически функций: 

 ̅(  ),  ̃(    ) выходящей из начальной и конечной точки:  ̃            ̃     

       

Заключение. В данной работе предложен асимптотический способ решения 

линейной сингулярно-возмущенной дискретной задачи оптимального управления с малым 

шагом. Для данной задачи предложен эффективный алгоритм нулевого равномерного 

асимптотического приближенного решения на основе совместного использования методов 

разделения движений и проблемы моментов. Поправка к следующему приближению не 

представляет трудности, так как алгоритм решений для системы (19), (20) аналогично 

повторяются.  
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