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1. Введение (Киришүү, Introduction). Задачи оптимального управления системами 

с распределѐнными параметрами появляются при исследовании процессов, описываемых 

уравнениями в частных производных, интегро-дифференциальными уравнениями с 

интегральным оператором Фредгольма или Вольтерра. При этом учѐт процессов, 

происходящих на границе и в начале процесса, приводит к краевой задаче. В теории 

управления исследование краевых задач проводится при наличии параметров под 

действием которых можно активно влиять на изменения состояния управляемого 

процесса. В данной статье исследованы вопросы построения обобщѐнного решения 

краевой задачи и его приближений, а также сходимости приближений при наличии 

векторных управлений. 

Рассмотрим управляемый колебательный процесс, описываемый функцией  ,V t x , 

которая в области TQ  удовлетворяет интегро-дифференциальному уравнению  

0

( , ) ( , ) [ , , ( , )], ,0 ,

T

n

ttV AV K t V x d f t x u t x x Q R t T                  (1) 

а на границе области TQ  начальным   

1(0, ) ( ),V x x        2(0, ) ( ),tV x x     Q,x                                      (2) 

и граничному 

, 1,

( , ) ( ) ( , )cos( , ) ( ) ( , ) [ , , ( , )], ,0 .
j

n

ij x i

i j n

V t x a x V t x x а x V t x p t x t x x t T  


         (3) 

условиям.   Здесь A –эллиптический оператор, действующий по формуле  

, 1

( , ) ( ( ) ( , )) ( ) ( , ),
j i

n

ij x x

i j

AV t x a x V t x c x V t x


    
2

0 0

, 1 1

( ) ( ), ( ) , 0,
n n

ij ji ij i j i

i j i

a x a x a x c c  
 

     

а ( ) 0, ( ) 0a x c x  – известные измеримые функции; Q -область n-мерного евклидового 

пространства  nR  ограниченная кусочно-гладкой границей  , а 0, ,TQ Q T   T-

фиксированный момент времени;  ,K t  –заданная функция, она определена в области 

{0 , 0 }D t Т Т    
 
и удовлетворяет условию 

 2

0

0 0

, ,

T T

K t d dt K                                                      (4) 

т.е. является элементом гильбертово пространства квадратично суммируемых функций в 

(D)H ;  -параметр;   1 1 2( ) ( ), ( ) ( ),x H Q x H Q    – заданные функции, определяющие 

начального состояния колебательного процесса, где 1( )H Q  – Соболева пространство 

первого порядка; ( )H Q -гильбертово пространство квадратично – суммируемых в  области 

Q   функций;  -вектор нормали исходящий из точки x  ; [ , , ( , )]f t x u t x , [ , , ( , )]p t x t x  – 

заданные монотонные функциии внешнего и граничного источников. которые нелинейно 

зависят соответственно от вектор - функций управления 

   1 1( , ) ( , ),..., ( , ) ( ), ( , ) ( , ),..., ( , ) ( )m k

m T m Tu t x u t x u t x H Q t x t x t x H        и  являются 

элементами пространства ( ) ( ) ... ( )m

T T TH Q H Q H Q   , и ( ) ( ) ... ( )k

T T TH Q H H     

соответственно. 
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При заданных исходных данных краевая задача (1)-(3) не имеет классического 

решения. В этой связи в приложениях пользуются понятием обобщѐнного решения, 

которое более адекватно описывает реально происходящий процесс. 

Определение. Обобщѐнным решением краевой задачи (1)-(3) называется функция 

( , ) ( )TV t x H Q , которая удовлетворяет интегральному тождеству  

 

 

2

2

1

1

2

1

,

, 1

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , ) ( , )

[ , , ( , )] ( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

t
t

t t ttt
Q Q t

t n

i j

i j j it Q

T

V t x t x V t x t x dx V t x t x dtdx

V t x t x
a x c x V t x t x dx

x x

p t х t x a x V t x t x dx dt

K t V x d





  



      

   
         


   






  

 




1

1

[ , , ( , ) ( , ) ,

t

t Q

f t x u t x t x dxdt
 

  
 

 

     (5) 

при любых  1 2 1 2, , 0t t t t t T     
  

и   1( , ) ( )Tt x H Q  , a также   начальным условиям в 

слабом смысле, т.е.  

0 1 0
0

lim ( , ) ( ) ( ) ( ) ,
t

Q Q

V t x x dx x x dx  


   
1 2 1

0
lim ( , ) ( ) ( ) ( )t
t

Q Q

V t x x dx x x dx


    ,       (6)  

для любых функций         10 ,x H Q x H Q  
 
. 

Решение краевой задачи (1)-(3) ищем в виде  

1

( , ) ( ) ( )n n

n

V t x V t z x




 ,                                                                (7) 

где ( ) ( , ), ( ) ( , ) ( )n n n

Q

V t V t x z x V t x z x dx    коэффициенты Фурье,   

( )nz x являются обобщенными  собственными функциями краевой задачи 

 2

,

, 1

( , ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,
j i

n

n r i j x rx r r n r

i jQ Q

D V z x a x V z c x Vz x dx a x V z x dx V t x z x dx





 
    

 
    

( ) 0, , 0 , 1,2,...,rz x x t T r                                            (8) 

и образуют полную ортонормированную систему  ( )rz x в гильбертовом пространстве 

 H Q , а соответствующие собственные значения n  удовлетворяет следующим 

условиям 
1 1,2,, lim3, ,n n n

n
n


       . Установлено, что коэффициенты Фурье 

определяются как решение интегрального уравнения Фредгольма второго рода вида  

0

( ) ( , ) ( ) ( ),    1,2,3, ,   

T

n n n nV t K t s V s ds q nt       (9) 

где  

 1 2

0

1 1
( ) cos sin sin ( ) [ , ] [ , ] . 

t

n n n n n n n n

n n

q t t t t s f s u p s ds     
 

        (10)  
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0

1
( , ) sin ( ) ( , ) . 

t

n n

n

K t s t K s d   


         (11) 

Решение интегрального уравнения (9) определяется по формуле 

0

( ) ( , ) ( ) ( ),  

T

n n n nV t R t s q s ds q t         (12) 

где                       
1

,

1

( , , ) ( , ),     i

n n i

i

R t s K t s 






             (13) 

резольвента ядра    ,1, ,n nK t s K t s , а повторные ядра , ( , )n iK t s  при каждом 

фиксированном ,n 1,2,3,   определяются по формулам  

     , 1 ,

0

, , , , 

T

n i n n iK t s K t K s d        ,i 1,2,3,      ,1 , ,s .n nK t s K t          (14) 

Исследуем сходимость ряда Неймана (13).   Согласно оценкам ядер  
2 1 1

2 20
, 2

0

| K ( , ) | ( ., )d ,
( )

Ti i

n i i

n

T K
t s K s i 1,2,3, 



 

    ,                             (15) 

Не трудно проверить, что ряд Неймана (13) сходится для всех значений параметра  , 

удовлетворяющих неравенству       0 1.
n

T
K


  

 
Ряд Неймана, для значений параметра  , удовлетворяющих условию 

0

n

nT K





    абсолютно сходится при каждом 1,2,3,n    т.е. радиус сходимости 

ряда увеличивается с ростом n . Отметим, что ряд Неймана для любого 1,2,3,n    

абсолютно сходится лишь при значении  , удовлетворяющих неравенству   

1

0

.
T K


                                                                        (16) 

При этом резольвента  , ,nR t s  , как сумма абсолютно сходящегося ряда, является 

непрерывной функцией и удовлетворяет оценкам 

 

1
2

2

0 0

( , , ) , ;

T

n

n

T
R t s K s d

T K
  

 

 
  

 
       (17)

   
2 2 0

2 2

0 0 0
0 0

( , , ) ( , ) ,

T T T

n

n n

K TТ
R t s ds K s d ds

T K T K

  
   

 

 
     (18)

 

которое в дальнейшем используется при доказательствпе сходимости приближений 

обобщенного решения.

 

Таким образом, формальное решение краевой задачи (1)-(3) определяется  по 

формуле  

1 0

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )

T

n n n n

n

V t x R t s q s ds q t z x 




 
  

 
     (19) 
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Легко доказать, что эта функция и ее обобщенные производные первого порядка 

являются элементами пространства ( )TH Q .  

То что найденная функция ( , )V t x  удовлетворяет интегральному тождеству (5) 

следует из ее построения. 

2. Приближение  обобщѐнного решения краевой задачи и их сходимость  

Поскольку обобщѐнное решение определяется в виде суммы бесконечного ряда, то 

не всегда удаѐтся найти его явный вид. На практике ограничивается конечномерными 

приближениями обобщѐнного решения, которые являются классическими решениями 

рассматриваемой задачи. При этом следует убедиться сходимость конечномерных 

приближений к точному решению, ибо в противном случае математические выкладки 

могут быть неверными. Поэтому проверка сходимости конечномерных приближений к 

точному решению на практике имеет важное значение. 

Наличие интегрального оператора Фредгольма в краевой задаче существенно влияет 

на процесс сходимости конечномерных приближений. На самом деле в этом случае при 

доказательстве сходимости следует различать два вида приближений: Приближение по 

резольвенте и конечномерное приближение. 

Приближение по резольвенте появляется естественным образом, т.к. резольвента 

определяется как сумма бесконечного ряда. Поэтому под приближением по резольвенте 

понимаем функцию вида  

         
1 0

, ,, ,

T

m

n n n

m

n

n

R t s q s ds q tV t x z x 




 
 

 
                           (20) 

где                                      1

,

1

, , , ,
m

m i

n n i

i

R t s K t s  



   
1, 2,3,...,n 

                                     (21) 

m - м приближением  резольвенты  , ,nR t s   при каждом фиксированном  ,...n 1,2,3 .  

Лемма-1. Приближения по резольвенте  решение  ,mV t x  краевой задачи (1)-(3) 

сходится к точному решению  ,V t x  по норме пространства   TH Q , т.е. имеет место 

соотношение  

     2

( )|| ( , ) ( , ) || 0.
T

m

H Q
m

V t x V t x


   

Конечномерные приближения решения определяется по формуле 

         
1 0

, , 1,2,., ...,

T

m

n n n

k
m

k n

n

V t x z xR t s q s ds q kt 


 
 


 


                          (22) 

Сначала доказывается сходимость конечномерных приближений к приближению по 

резольвенте. 

Лемма-2. Конечномерные приближения сходятся к приближениям по резольвенте  

по норме пространства   TH Q  при каждом фиксированном  m  , т.е. имеет место 

соотношение  

    2

( )|| ( , ) ( , ) || 0, 1,2,....
T

m m

k H Q
k

V t x V t x m


    

Далее доказывается сходимость конечномерных приближений к точному решению 

краевой задачи. 
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Лемма-3. Конечномерные приближения сходится к точному решению краевой 

задачи   по норме пространства   TH Q  при каждом фиксированном m, т.е. имеет место 

соотношение  

    2

( )|| ( , ) ( , ) || 0.
T

m

k H Q
k
m

V t x V t x



   

Доказательства Леммы 1 и Леммы 2 проводиться непосредственным вычислением, а 

утверждение Леммы-3 следует из соотношения 
2 2 2

( ) ( ) ( )|| ( , ) ( , ) || ( , ) ( , ) || ( , ) ( , ) || 0.
T T T

m m m m

k H Q H Q k H Q
k
m

V t x V t x V t x V t x V t x V t x



       

В результате исследования вопросов сходимости приближений обобщѐнного 

решения краевой задачи, обнаружено, что внешние и граничные векторные управления не 

влияют на сходимости приближений. 
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