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Аннотация. Как известно, гипергеометрическая функция Гаусса одного переменного досконально 

подробно исследована во всех отношениях. Поэтому при изучении свойств гипергеометрических функций 

многих переменных большое значение имеют формулы разложения, позволяющие представить функцию 

многих переменных в виде бесконечной суммы произведений нескольких гипергеометрических функций Гаусса, 

а это, в свою очередь, облегчает процесс изучения свойств функций многих переменных. В литературе 

известны 34 гипергеометрические функции двух переменных 2-го порядка (список Горна) и для 11 из них в 

1940-1941 гг. Берчнелл и Ченди получили более 15 пар разложений с помощью символического метода. 

Известная формула Пула сыграла важную роль в исследованиях Берчналла и Ченди, но одной этой формулы 

было недостаточно для разложения всех функций из списка Горна. Поэтому до недавнего времени другие 

гипергеометрические функции Горна от двух переменных оставались неразложенными. В статье вводятся 

новые символические операторы типа Берчналла-Ченди, изучаются их свойства и устанавливаются 

разложения для 5-ти гипергеометрических функций из списка Горна. Показано приложение одной из формул 

разложения к теории построения фундаментальных решений сингулярных эллиптических уравнений. 

Ключевые слова: гипергеометрические функции двух переменных, список Горна, конфлюэнтная 

гипергеометрическая функция, формула разложения, символические операторы типа Берчнелла-Ченди. 
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Abstract. It is known that the Gaussian hypergeometric function of one variable has been thoroughly 

investigated in all respects. Therefore, when studying the properties of hypergeometric functions of many variables, 

expansion formulas are very important, which make it possible to represent a function of many variables in the form 

of an infinite sum of products of several hypergeometric Gauss functions, and this, in turn, facilitates the process of 

studying the properties of functions of many variables. In the literature, 34 hypergeometric functions of two variables 

of order 2 (Horn List) are known, and for 11 of them in 1940-1941. Burchnall and Chaundy obtained more than 15 

pairs of expansions using the symbolic method. The well-known Poole formula played an important role in the studies 

of Burchnall and Chaundy, but this one formula was not enough for the expansion of all functions from the Horn list. 

Therefore, until recently, other Horn hypergeometric functions of two variables remained undecomposed. In this 

paper, new symbolic operators of Burchnall-Chaundy type are introduced, their properties are studied, and an 

expansion for 5 Horn hypergeometric functions is established. An application of the new expansion formula to the 

theory of constructing fundamental solutions for singular elliptic equations is shown. 

Keywords: double hypergeometric functions, Horn list, confluent hypergeometric function, expansion 

formula, symbolic operators of Burchnall-Chaundy type. 

 

1. Введение 

Теория специальных функций, как область математического анализа, посвященная 

исследованию и применению высших трансцендентных функций, имеет давнюю историю 

и богатое содержание, обусловленное проникновением и взаимосвязями с самыми 

разнообразными вопросами теории функций, интегральных и дифференциальных 

уравнений и других разделов математики. 

 Гипергеометрическая функция Гаусса представима следующим рядом [1, стр.69]  
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а ( )z – известная гамма-функция. 

Большие успехи, достигнутые в теории гипергеометрической функции одного 

переменного, стимулировали развитие соответствующих теорий для функций от двух или 

многих переменных. В 1889 г. Горн[2] установил, что существуют 34 существенно 

различных сходящихся ряда двух переменных порядка 2, и выделил их на полные (complete) 

и конфлюэнтные (confluent) ряды.  

Для исследования гипергеометрической функции двух переменных очень важны 

формулы разложения, которые позволяют представить гипергеометрическую функцию 

двух переменных через бесконечную сумму произведений двух гипергеометрических 

функций одного переменного, а это, в свою очередь, облегчает процесс изучения свойств 

функций двух переменных. 

С целью нахождения формул разложения для гипергеометрических функций двух 

переменных, впервые Берчнелл и Ченди ввели операторы [3] 
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а ( )z  – гамма-функция Эйлера.  

С помощью символических операторов (1) и (2) Берчнелл и Ченди получили 

значительное число разложений [3,4], содержащих гипергеометрические функции из 

списка Горна.  

Отметим, что в работе [5], благодаря, именно, одной из формул разложения 

Берчнелла-Ченди, удалось выписать в явном виде решение задачи Хольмгрена для одного 

многомерного эллиптического уравнения с двумя сингулярными коэффициентами. Кроме 

того, формулы разложения Берчнелла-Ченди применяются в теории потенциала [6–9] и 

решении краевых задач [10] для сингулярных эллиптических уравнений.  

В исследованиях Берчнелла и Ченди важную роль играла известная формула Пула 

(Poole) [11, стр.26]  

( ) ( ) ( )( δ) = ( ) , 0,1,2,...,
nn

n f x x f x n− − =    (4) 

однако для разложения всех функций из списка Горна этой одной формулы было 

недостаточно. Поэтому до недавнего времени остались не разложенными многие 

гипергеометрические функции двух переменных из списка Горна. 

В настоящей работе введем в рассмотрение символические операторы типа 

Берчнелла-Ченди, с помощю которых удаётся найти формулы разложения для одной 

конфлюэнтной гипергеометрической функции двух переменных, а также покажем 

применение полученной формулы разложения.  

2. Обобщенные операторы Берчнелла-Ченди и их применения 

Введем в рассмотрение следующие обобщенные операторы Берчнелла-Ченди: 
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где α  и β  – целые числа, отличные от нуля, т.е. α, β = 1, 2, ...  , а δ и σ  – 

выражения, определенные в (3). 

Нетрудно заметить, что в случае α = β =1  операторы, определенные равенствами (5) и 

(6), совпадают с операторами Берчнелла-Ченди (1) и (2), соответственно. 

Чтобы показать применение обобщенных операторов (5) и (6), возьмем следующую 

конфлюэнтную гипергеометрическую функцию [1, стр.221] 
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Действительно, подействовав оператором (5), получим  
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где p qF  – обобщенная гипергеометрия функция, определяемая равенством [1, стр.183] 
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Подействовав оператором (6), из отношений (12) – (16) получим, так называемые, 

обратные операторные формы 

( ) ( ) ( )0 1 , 3, ; ; (1 ; ) = H , ; ; , ,x yF a b d x F a y a a b d x y−− −     (11) 

Операторные формы (12) – (21) используются для нахождения разложений 

гипергеометрических функций двух переменных по произведениям обычных 

гипергеометрических функций и обратно. 

Справедлива следующая 

Лемма 1. Если ( )f x  – произвольная бесконечно раз дифференцируемая функция, то 

при любых неотрицательных целых m  и n  справедливы следующие равенства: 
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 – биномиальные коэффициенты.  

Доказательство. Справедливость равенств (22) и (23) доказывается методом 

математической индукции по m . 

Заметим, что при = 0m  равенства (22) и (23) совпадают с известной формулой Пула 

(4). 

Применим лемму 1 к нахождению формул разложения для гипергеометрических 

функций двух переменных. Рассмотрим более подробно операторную форму (12). По 

определению (5), имеем 
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В силу известной формулы Гаусса [1, стр.73] 

( ) ( )
( , ; ;1) =

( ) ( )

c c a b
F a b c

c a c b

  − −

 −  −
  ( ) > 0, 0, 1,... ,Re c a b c− −  −  (16) 

правые части равенств (24) и (25) можно представить в виде бесконечных сумм:  
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С учетом равенств (27) и (28) операторная форма (12) принимает вид  
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Теперь подставив готовые формулы (22) и (23) из леммы 1 в (29) и используя легко 

проверяюмую формулу (см. формулу Пула (4) ) 
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окончательно получим разложение для ( )3H , ; ; ,a b d x y  в виде 
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Используя обратные операторные формы (17) – (21), наряду с (30) – (34), получаем 

формулы обратного разложения: 
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Разложения от (30) до (39) могут быть доказаны без использования символических 

методов, путем сравнения коэффициентов при одинаковых степенях x  и y  в обеих частях. 

3. Применение формулы разложения для ( )3H , ; ; ,a b d x y . 

Формула разложения (32) имеет важные приложения. Например, в работе [12] 

формула разложения (32) дала возможность выписать решение поставленной задачи в 

явном виде. Более подробно остановимся в другом приложении формулы (32).  

Рассмотрим сингулярное уравнение Гельмгольца 
1

2

1

2β
λ 0

k k

n

x x yy y

k

u u u u
y

−

=

+ + − =    (22) 

в полупространстве 0y  , где 2n  – размерность пространства, β – действительное 

число, причем 0 2β 1,  а λ – действительное или чисто мнимое постоянное.  

Фундаментальные решения уравнения (40) найдены в [13]: 
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Определим порядок особенности фундаментального решения ( )1 , ;ξ,ηq x y  при 0.r →  

Для определенности положим 2n   (в случае 2n =  фундаментальные решения ( )1 , ;ξ,ηq x y  

и ( )2 , ;ξ,ηq x y  при 0r →  имеют логарифмическую особенность [14, стр.41]). 

Последовательно воспользовавшись формулой разложения (32) и известной формулой 

Больца [1, стр.113] 
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Покажем, что функция ( )1 , ;ξ,ηq x y  есть ограниченная величина при 0r → . 

Действительно, переходя к пределу при 0r →  в ( )1 , ;ξ,ηq x y , с учетом выражения для 

коэффициента 
1γ и формулы Гаусса (26), получим  
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→

− 
=    

 
 

Таким образом, в силу равенства (43) заключаем, что фундаментальное решение 

( )1 , ;ξ,ηq x y  уравнения (40), определенное формулой (41), имеет особенность порядка 

2 ( 2)nr n−   при 0r → .  

Аналогично доказывается, что второе фундаментальное решение ( )2 , ;ξ,ηq x y  

уравнения (40), определенное равенством (42), также имеет особенность порядка 
2 ( 2)nr n−   при 0r → . 

Отметим, что в работе [13] авторы другим путем [15] установили порядок 

особенности фундаментальных решений уравнения (40). Нам кажется интересным 

определить порядок особенности данных фундаментальных решений, используя новую 

формулу разложения (32) для конфлюэнтной гипергеометрической функции 

( )3H , ; ; ,a b d x y . 

4. Заключение 

В заключении отметим, что в 1940-41 гг. Берчнелл и Ченди, в пределах действия 

известного соотношения Пула, нашли формулы разложения для некоторого класса 

гипергеометрических функций двух переменных из списка Горна. В настоящей работе 

доказаны обобщенные формулы Пула, которые позволили разложить конфлюэнтные 

гипергеометрические функции 1 5- H  в виде бесконечной суммы произведений двух 

гипергеометрических функций одного переменного. Кроме того, приведены приложения 

формулы разложения, доказанной для конфлюэнтной гипергеометрической функции двух 

переменных ( )3H , ; ; ,a b d x y . 
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